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VORWORT DER HERAUSGEBER 


Den Lehrgang der Analysis, mit dem Euler seine Zeitgenossen nnd Nachfahren be- 
selienkt bat, erôffnet die im Jabre 1748 erscbienene Introducbio in analysin infinitorum, 
von der aber bier nnr der erste Band in Betracbt kommt, da sicb der zweite mit der analy- 
tiscben Geometrie bescbâftigt. Es folgten 1755 die Institutiones caleuli differentialis nnd in 
den Jahren 1768, 1769, 1770 die drei Bande der Institutiones caleuli integralis }) Diese 
Werke sind wiederbolt nen anfgelegt und übersetzt worden, sie baben die ersten Scbritte 
rieler Mathematiker geleitet, die spâter selbst Lencbten der Wissenscbaft geworden sind, 
und ibre lebrende und bildende Kraft wirkt bis in die Gegenwart binein nocb immer weiter; 
ist ja nocb 1885 eine neue deutscbe Übersetzung der Introductio und 1895 eine neue (die 
vierte) Auflage des dritten Bandes des Galcülus integralis erscbienen. Aucb beute gilt nocb 
für jeden Jünger unserer Wissenscbaft die Mabnung von Laplace: „Lisez Euler, lisez 
Euler, c’est notre maître à tous“. 2 ) 

Wir wissen aus einem Briefe an Goldbach vom 4. Juli 1744 3 ), daüS Euler scbon 
im Alter von siebenundzwanzig Jahren begonnen bat, den Calculus differentialis zu scbreiben, 
und in einem Brief an denselben Adressaten vom 6. August 1748 4 ) heiBt es: anjetzo 

wird von Mr. Bousquet 5 ) meine Abhandlung vom Calculo differentiali gedruckt“; trotzdem 
ist das Werk erst sieben Jabre spâter erschienen. 

1) Eine Bibliographie dieser drei Werke sowie der spâteren Auflagen und Übersetzungen 
findet sicb am SchluB dieses Yorworts. 

2) Berichtet von G. Libri in einer Anzeige der von Fuss herausgegebenen Correspondance 
(siehe die folgende FuBnote), Journal des Savants Janvier 1846, p. 51. 

3) P. H. Fuss, Correspondance mathématique et physique 1, St. Petersbourg 1843, p. 279. 

4) Ebenda p. 473. 

5) Bei Bousquet, in Lausanne und Genf, waren aucb die Jüethodus inveniendi lineas curvas 
(1744) und die Introductio in analysin infinitorum (1748) erscbienen. Wie aus einem (nocb nicbt 
verôffentlichten) Briefe Eulers an G. Cramer in Genf vom 2. November 1751 bervorgebt, lieB 
sicb aber Euler das Manuskript des Calculus differentialis wieder zurückschicken. Er wurde dann 
bei Michaelis in Berlin „impensis academiae imperialis scientiarum Petropolitanae a 1755 gedruckt 
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Âhnlieh ist es auch dem Galcuhs integralis ergangen. In einem ans Berlin vom 
* Oktober 1759 datierten Briefe an Lageaîî&e schreibt W): ^niam bis gravissimis 
têmporibus ab aJiis negotüs vacavi, librum de calcule intégral! conscribere coepr, quod opus 
iam pridem etiam méditâtes, atque adeo Academiae Petropolitanae pollicitus nunc igitur 
iam notabilem partem absoM. Caleulum integralem ita definm, ut esset methodus func.iones 
unius pluriumTe variabillum inyeniendi ex data differentialium Tel primi vel alüorum gra- 
duum relatione; unde prout functiones sint Tel unius, Tel duarum pluriumTe yanaluhum, 
totum opus in duos libros divisi, ubi quidem pro posteriori vix quicquam est cultum“. ünd 
in einem Briefe an Goldbach Tom 17. Dezember 1763 2 ) heifit es: „Schon Tor einigen Monaten 
habe icb mein Werk Ton dem Calculo integrali, woran ich schon seit yielen dahren ge- 
arbeitet, TÔlüg zu Stande gebracbt, und die Haudesche Buchhandlung allhier ist Wi liens 
dasselbe nâchstens zu verlegen. Das Gerüclit davon batte einerL jungen lehrbegieiigon 
Menschen aus der Schweiz hierhergetrieben, welcher sich nichts anders als die Erlaubnitt 
ausgebeten, dieses Werk abzuschreiben, uud ist darauf wieder zurückgereiset. Dus VV undoi - 
barste dabey ist, daB dieser Menscb von seiner Profession ein Kürscbner ge wesen." 

Trotzdem bat es nocb fûnf Jabre gedauert, bis der erste Band des Calculas integralis 
erscbeinen konnte. 

In einer Ànzeige dieses ersten Bandes im Journal des Sçavans 8 ) lient inan: „Les 
élémens de calcul différentiel que M. Euler publia il y a quelques années, faisoient désirer 
depuis longtems le calcul intégral qui devoit en être la suite; et il y avoii plusieurs années 
que le Manuscrit étoit en état d’être publié, il y avoit eu même quelques feuilles d’inipri 
mées; mais l’Auteur n’ayant pas été à même de veiller à l’Édition elle (‘toit trop incorrecte: 
M. Euler ayant été appelle à Pétersbourg, l’Académie a songé bientôt à procurer aux Géo- 
mètres cet important Ouvrage." Und eine ausfiihrliche Besprechung in der Allgenieinen 
Deutschen Bibliotbek 4 ) beginnt mit den Sâtzen: „Endlicb haben wir also den ersten Theil 
des Eulerschen Integralcalculs vor uns, und zugleicb die Hoffnnng das ganze Werk hald 
vollstandig zu erbalten. Es wird zwar in Petersburg gedruckt, allein das Manuseript war 
langst scbon in Berlin fertig, und es batte sowol der deutschen gelehrten Welt, aïs dem 
deutseben Bucbbandel, zur Ebre gereicht, wenn es schon vor zehen und mehr Jahren in 


1) Opéra postuma I, 1862, p. 558. 

2) P. H. Fuss, Corresponaance 1, p. 671. Die Jahreszabl 1763 und die Bemerkung liber die 
gravissima tempora in dem Briefe an Lagrange zeigen, daB der Galculus integralis in gewissem 
Sinne als eine Frncbt des Siebenjâbrigen Krieges zu betracbten ist. 

3) Tome XLII, Décembre 1769, Nr. 14, p. 455-457 des Amsterdamer Nachdrucks, Novembre 
1769 der Edition de Paris. 

4) Des XL Bandes zweytes Stück, Berlin und Stettin 1770, S. 6-16. Die Besprechung ist 

unterzeicbnet E. 5 
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Deutsehland einen Verleger gefundeix hâtte, oder wenigstens zu Petersburg nicht gewisse 
Hindemisse dazwischen gekommen wâren. Indessen kam in Frankreich Bougainvilles 
Calcul intégral v ) keraus. Dieser wurde sogleich zu Wien latein nachgedruckt, und so wurden 
besonders die Kloster in Oberdeutschland und tkeils auch Italien damit versehen. Warum aber 
nicht mit dem Eulerschbn Werke, mit welchem doch das Bougainvillesche gar nicht zu 
vergleichen ist? .... Es mufi .... daran liegen, daB die meisten bey den ersten Anfângen 
stehen bleiben. Ein anderer Grand mag seyn, daB man sich einbildete, Herr Euler kônne 
sich von semer erhabenen Sphâre nicht herab lassen. Allein es ist ganz umgekehrt. Hr. E. 
hat in dem Vortrag der ersten Anfânge eine ihm eigene und ganz vorzügliche Klarheit .... 
Freilich mu B man nicht bey seinem Integralcalcul anfangen, sondern sich vorerst mit seiner 
Analysi finitorum und Differential calcul hinlânglich bekannt mâchent 

Euler war also noch im Besitze seiner Sehkraft, als er den Calculas integralis ver- 
1 alite, dagegen liât er von dem gedruckten Text keine Zeile mehr gesehen; ist er doch 
1 7KB, bald naeh seiner Riickkehr nach Petersburg, vollig erblindet. Dies erklart die nicht 
geringe Anzahl von Druckfehlern und Yersehen anderer Art, die der Text des Calculas inte- 
gralis aufweist und die auch in den spàteren Auflagen nur zum Teil berichtigt sind. 


In sein en drei analytischen Lehrbüchern hat Euler ein en ansehnlichen Teil seiner 
eigenen Porsehungen auf dem Gebiete der Analysis des Unendlichen mit den Ergebnissen 
seiner Vorgangcr und Zeitgenossen zu einem System verarbeitet, das sich in seiner Gliede- 
rung und zum Teil auch in seinen Einzelausführungen bis auf den heutigen Tag als die 
klassiseho G estai tu ng dieser Wissenschaft bewâhrt und erhalten hat. 

Insbesondere hat es Euler vermocht, durch die Schopfung einer bis ins Einzelne durch- 
gebildeten und geschmeidigen Formelsprache die Unterschiede auszugleichen, die noch bis 
weit liber die Mitte des achtzehnten Jahrhunderts hinaus zwischen den Methoden der fest- 
landîschen und den, en der englischen Schule bestanden haben. Er hat es verstanden, die 
eigeriartigen Vorzüge der Differential- und der Fluxionsmethode miteinander zu verschmelzen, 
und so ist ihm, dem Germanen, im Yerein mit seinem groBen romanischen. Zeitgenossen 
Lagrange die „Versohnung“ gelungen, die er im § 6 des Calculas integralis noch als 
„kaum zu erlu>ffen“ hezeichnet hat. 1 2 ) 

Die Art, wie Euler in der Introductio die rationalen Funktionen einerseits, die Ex- 
ponentialfunktion und den Logarithmus, die trigonometrischen und die vom ihm zuerst ein- 

1) Louis Antoine de Bougainville, le jeune, Traité de calcul intégral pour servir de Suite 
à V Analyse des Infiniment-Petits de M. le Mar guis de T Hôpital. Paris 1754. 

2) Haec diversitas loquendi ita iam usu invaluit, ut conciliatio vix unquam sit expectanda. 
S. 6 dieses Bandes. 

Leonhakdi Euleei Opéra ornnia In Institution.es calculi integralis b 
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gefubrten Ereisfunktioneii audererseits bebaudelt, ist ^ Vorbild für die ganze Funktionen- 
theorie geworden, indem man bei jeder neuentdeckten Transzendenten sich bestrebt bat und 
sicb noch bestrebt, das zu leisten, was Euler für die genannten elementaren Fmiktionen 

geleistet bat. 

Die grofizügige Einteilung der Integralrechnung, die Euler seinein Werke zugrunde 
legt, bestebt auch heute noch zu Recht und man kônnte ganz ungezwungen und natur- 
gemâfi aile Fortschritte, die diese Disziplin von Euler an bis auf unsere Rage gemaclit 
bat, in die verscbiedenen Absehnitte (Sectiones) und Kapitel des Eülerschen Calcula Me- 
gralis einordnen. 

Ans der Lehre von den gewôhnlichen Intégral en (Quadraturen) werden (liber I, 
pars I, sectio I, cap. I— YI) diejenigen Intégrale von elementaren Differentialen behandelfc, die 
wieder durch elementare Funktionen ausdrückbar sind, nnd es werden Reihenentwickelnngen 
vorgenommen, die entweder nach Potenzen von linearen Fnnktionen der Variabeln oder nach 
den Kosinns nnd Sinns der Yielfacken eines Winkels fortsclireiten. Seine berühmten Unter- 
suehungen iiber die Addition, Mnltiplikation nnd Teilnng der trigonometrisehen nnd ellip- 
tischen Intégrale bat Euler mit anfgenommen; sie finden sich in dem Abschnitt iiber die 
gewôhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnnng (liber I, pars I, sectio II , cap. V, VI) 
und in dem Supplementum znm dritten Bande. Von hoheren Transzendenten, die sich durch 
die Intégration elementarer Fnnktionen ergeben, wird noch die Funktion j 1q ^ , der von 
Mascheroni so genannte Hjperlogarithmns , jetzt Integrallogarithmus genaimt, betraehtet. 

Yon weittragender Beâeutnng ist die Untersuchung der bestimmten Intégrale 
(valores integralium, qnos certis tantum casibns recipiunt, liber I, pars I, sectio I, cap. VIII, 
IX). Es werden znnâchst Fâlle angegeben, wo Intégrale, die sich allgemein nicht elementar 
ansdrûcken lassen, für hesondere Werte der Yerânderlichen dureh bekannte Symbole darstell- 
bar sind, nnd darauf bestimmte Intégrale als Fnnktionen eines Parameters zur Définition 
nener Transzendenten henutzt. Die letztere Art von Transzendenten erweist sich daim im 
zweiten Bande (liber I, pars II, sectio I. cap. X, vgl. auch besonders § 1016) als ein mach- 
tiges Instrument für die Lôsung von linearen Differentialgleichungen, insbesondere von 
solchen zweiter Ordnnng, und man wird gerade diese Untersuchungen zu den bedeutsamsten 
Fordenmgen zâhlen dürfen, die die Integralrechnung und die Fmiktionen théorie Euler ver- 
danken. Dafi diese Intégration per quadraturas curvarnm der mittels unendlicher Reihen 
(liber I, pars II, sectio I, cap. YII, YIII, XI) dnrch ihren meist grôfieren Geltimgsbereicli 
üherlegen ist, wax Euler wohl bewufît; er hat auch grofien Wert auf diese seine Leistung 
gelegt, sagt er doch (§ 1016) darüber: Hoc autem argnmentum fere prorsus est novum, ne- 
qne a qnoqnam adhnc pertractatum, si qnidem nonnnlla specimina, qnae eqnidem iam dudum 
dedi, excipiantur; ex qno dnhitare non licet, quin ista methodns, si diligentius excolatur, 
aliqnando forte praeclara incrementa in Analysin sit allatura". 
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DaB für Differentialgleichungen erster Ordnung die Trennung der Verander- 
lichen und allgemeiner die Zurückführung der Intégration auf gewohnliche Intégrale (Qua- 
draturen) selbst in den Fâllen, wo sie moglich ist, nicht immer die endgültige Lôsung der 
durch die Differentialgleicliung gestellten Àufgabe liefert, zeigt nicbts deutlicber als das 
Beispiel der nacb Euler benannten Differentialgleiehung, die auf das Additionstheorem der 
elliptischen Intégrale fübrt. In der Tat ist ja bei dieser die Trennung der Verânderlichen schon 
vollzogen und die Intégration durch Quadraturen unmittelbar gegeben, aber ihr wahrer Inhalt 
tritt erst in der von Euler geleisteten Intégration dureh eine algebraische Gleiehung zu Tage. 
Das Verfahren, das Euler zur Herstellung dieses algebraischen Intégrais einschlagt, zeigt 
deutlicb, daB er sich schon von dem Grundsatze hat leiten lassen, den zuerst Abel in 
Worte gekleidet hat, nâmlich die Problème so zu fassen, daB sie lôsbar werden. 

Xach demselben Grundsatze verfâhrt Euler zum Teil auch in den Kapiteln, die über 
die Intégration der Differentialgleichungen durch Multiplikatoren handeln, eine 
Méthode, auf die er sehr groBes Gewicht legt und die er sowohl auf Gleichungen erster als 
auf solche hôherer Ordnung anwendet (liber I, pars I, sectio II, cap. II, III und liber I, 
pars II, sectio I, cap. Y, VI). Wir denken dabei an seine Untersuchungen über Differential- 
gleichungen von vorgeschriebener Form, die durch Multiplikatoren von vorgeschriebener Form 
integrabel werden sollen. Obwohl er mit Hilfe von Multiplikatoren eine Anzahl einfacher 
Typen von Differentialgleichungen integriert hat, so kann diese Méthode der integrierenden 
Faktoren doch nicht als ein Hilfsmittel von erheblicher Tragweite für die wirkliche Inté- 
gration gelten, sondern sie hat mehr die Bedeutung eines ordnenden Prinzips. 

In der Lehre von den partikulâren Integralen (liber I, pars I, sectio II, cap. IV) 
hat Euler mehr das Verdienst, auf die zu losenden Aufgaben hingewiesen, als sie wirklich 
bezwungen zu haben. Das Wesen der Losungen, die man gemeinhin als singulâre be- 
zeichnet, hat er noch nicht erkannt. 

Bei der Anwendung unendlicher Reihen (Potenzreihen) zur Intégration von Differential- 
gleichungen erster Ordnung (liber I, pars I, sectio II, cap. VII, § 655 ff.) und linearer Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung (liber I, pars II, sectio I, cap. VII, VIII, XI) begründet 
Euler das Verfahren der unbestiinmten Koeffizienten, indem er den Inhalt der Diffe- 
rentialgleichung in eine Rekursionsformel für die Reihenkoeffizienten umsetzt. Er vollzieht 
damit den ersten wichtigen Schritt, der die Entwickelimg der analytischen Théorie der ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen einleitet. Es ist auch bemerkenswert, daB die von 
Euler betrachteten Reihen stets für hinreichend kleine Werte des Inkrements konvergieren; 
immer divergente Potenzreihen, die gewôhnlichen Differentialgleichungen genügen kônnen, 
treten, wie es scheint, bei Euler überhaupt nicht auf. 

Die Intégration mittels unendlicher Reihen und in noch hôherem MaBe die 
Kapitel des Calculiis integralis, in denen Euler zuerst für die gewohnliche Quadratur 

b* 
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(liber I pars I, seetio I, cap. VII, § 650-657), daim für Differentialgleichungen enter Grd- 
L (liber I, pars I, seetio II, cap. Vil) und für Differentialgleicbungen «rater Ordnung 
(Z I, pars n, seetio I, cap. XII) die Intégration mittels Annâherung (per approxx- 
mationem) bebandelt, gibt Veranlassung, den Standpnnkt zu beleuchten, den Euler /,u feu 
quantitativen Methoden eingenommen bat, die einer fan Sinne der antiken Geometer 
strengen Behandlung der Infinitesimalrechnung zugrunde liegen, emer Behandlung, wie sie 

nus erst das neimzelmte Jabrbundert gebracbt bat. 

DaB bei Euler sebarfe Eigensehaftsbestimmungen für die von ihm betrachteten b unk- 
tionen (Stetigkeit, Differentiierbarkeit, analytischer Charakter) feblen, ist nicht zn verwundern ; 
damit bângt es aucb zusammen, daB er Existenzfragen niemals durch a priori zn gebende 
Beweise zu erledigen suebt. Für die Art wie Euler solcben Fragen begegnet, isfc charakte- 
ristiscb, was er ( Introductio , 1. 1 cap. IV, § 59) auf die Frage erwidert, ob sieh wohl jede Funk- 
tion in eine unendlicbe Potenzreibe entwickeln lasse: „si quis dubitet", sagt er, „hoc dubium 
per ipsam evolutionem cuiusqne functionis tolletur". Von diesem Standpunkte aus würde die 
Existenz des Intégrais einer elementaren Funktion, die Existenz der Losung einer Diffe- 
rentialgleicbung, deren Koeffizienten elementare Funktionen sind, in der Weise zu beweisen 
sein, daB man die Intégration aus führt, sei es dureb elementare Funktionen oder, wenn das 
niebt gebt, dureb unendlicbe Reiben oder endlicb noeb allgemeiner „per approximationem", 
was soviel beiBt wie dureb das Interpolationsverfahren, also nacb der Méthode, die erst von 
Cauchy und Lipschitz wirklich durchgeführt worden ist. Natürlieh ist dagegen nichts zu 
erinnern, da sicb dieser Standpunkt von dem unsrigen eigentlich nur in der Formulierung 
untersebeidet; es ist eben vorkantisch, niebt a priori sondern a posteriori zu priifen und 
zu erkennen. In der Tat finden wir aucb bei Euler niebt nur die formalen Ansîitze für die 
Intégration dureb Potenzreihen, sondern man kann sogar in den § 317 — 322 und 656 66(1, 

wo die FTewtonsche Naherungsmethode auf Differentialgleichungen übertragen wird, die Keiine 
der analytiseben Fortsetzung erkennen. Wir finden ferner in den bereits erwaluiten Ka]»iteln 
über die Intégration dureb Annaberung den formalen Algorithme für die Summen- 
definition des Intégrais und für das Cauchy-Lipsciîitzsche Interpolationsverfahren bei 
Differentialgleichungen; was man aber bei Euler vermifit, ist die quantitative Ab- 
scbâtzung dessen, wie weit man jene formalen Prozesse fortsetzen muB, um einen vorge- 
sebriebenen Genauigkeitsgrad zu erzielen, das heiBt also die Anwendung der strengen Me- 
thoden der Griechen. 

Hatte Euler gesucht, den Grad der Annâherung, die GrôBe des begangenen Fehlers, 
wovon er immer wieder spriebt (siebe die angefübrten Stellen), wirklich zu bestimmen, 
so bâtten sicb ibm die Grenzen ergeben, innerhalb derer seine Intégration durch Reihen 

oder dureb Annâherung mügficb ist, und er würde statt bloB formuler Ansatze wirkliche 
quantitative Integrationen geleistet haben. 
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Es ist eine Frage, die die Geschichte der Mathematik no ch zn klâren hat, durch welche 
Ursachen die strengen Methoden der Griechen im Lanfe der Zeit auBer Gebrauch gekommen 
sind, und wodurch das Gefühl für die Unentbehrlichkeit dieser Methoden spâter wieder ge- 
weckt worden ist. Bei Euler nnd Lagrange fehlen diese Methoden noch vollstândig, 
wenige Jahrzehnte spâter sind sie bei Gauss, Bolzano, Cauchy, Abel mit vollem BewuBt- 
sein wieder in Gebrauch. Wir müssen uns hier mit der Feststellung begnügen, daB Euler 
als Kind seiner' Zeit sich jener Methoden nicht bedient hat, daB er darum nicht imstande 
war, sich über die Konvergenz unendlicher Prozesse deutliche Yorstellungen zu bilden 1 ) und 
daB ihm aus demselben Grunde gewisse fundamentale Sâtze keines Beweises bedürftig er- 
schienen sind, wie z. B. der Satz ( Introductio , t. I cap. II, § 33), dafi eine ganze rationale 
Funktion von x , die für x = a den Wert A , für x — b den Wert B annimmt, y on A zu JB 
nicht übergehen kann, „nisi per omnes valores medios transeundo“. 

DaB gerade der Calculus integralis Eulers trotz der yerânderten Auffassung, die sich 
seit seinem Erscheinen in bezug auf die Bewertung der quantitativen Abschâtzungsmethoden 
herausgebildet hat, seine Bedeutung als Lehrbuch und Handbuch zu behaupten yermag, liegt 
daran, daB sich für die darin behandelten besonderen Problème die fehlenden Konvergenz- 
betrachtungen leicht ergânzen las s en; die auf die Approximationen bezüglichen Kapitel 
würden allerdings einer tiefergreifenden Umarbeitung bedürfen und konnen in ihrer gegen- 
wârtigen Gestalt nur geschichtliches Interesse beanspruchen. 


1) So heiBt es z. B. am Anfang der Abhandlung 247 (des Enestromsoïten Verzeichnisses): 
De seriebus divergentibus , Novi comment, acad. sc. Petrop. 5 1754/55, p. 205 (Leonhardi 
JEJuleri Opéra omnia , sériés I, vol. 14): Cum sériés convergentes ita definiantur, ut constent 
terminis continuo decrescentibus, qui tandem, si sériés in infinitum processerit, penitus evanescant . . . 
und aus dem § 9 dieser Abhandlung (a. a. 0. p. 210) geht hervor, daB Euler annimmt, eine so 

beschaffene Eeihe besâBe eine Summe in demselben Sinne, wie etwa 1 + y + ^ + y + etc - 888 2 
ist, d. h. „quod quo plures istius seriei terminos actu addamus, eo propius nos ad binarium pervemre a . 
Es ist von Interesse, demgegenüber darauf hinzuweisen, daB die Auffassung, der Euler in dieseï 
selben Abhandlung in bezug auf die divergenten Eeihen Ausdruck gibt (z. B. § 11, p. 212 a. a. 0.) 
derjenigen sehr nahesteht, die Borel in seinem Werke Leçons sur les sériés divergentes, Paris 1901, 
(siehe besonders chap. IV) vertritt. Wenn nâmlich Euler daselbst von der expressio frnUa spricht, 
ex gua sériés proposita resultet , so wird man darin das Tasten nach dem Begriffe erkennen, den 
wir heute als die monogene Funktion einer komplexen Yerânderlichen bezeichnen, die etwa aus 
einer in beschrânktem Bereiche konvergenten Potenzreihe durch analytische Fortsetzung entsprmgt. 

^ „Si igitur u heiBt es dann „receptam summae notionem ita tantum immutemus, ut dicamus, cuiusque 
seriei summam esse expressionem finitam, ex cuius evolutione ilia ipsa sériés nascatur, omnes 
difficultates, quae ab utraque parte [nâmlich Gegnern und Anhângern des Eechnens mit diver- 
genten Reihen] sunt commotae, sponte evanescent. 
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Der dritte Band des Calculas integralis ist den partiellen Diff ere ntialgleiehungen 
^ _ . i i 'hier ist man uberrascht uber die i mit 

erster und bôberer Ordnung gewidme Diege In t e grationen beruhen 

yon verschiedenartigen Gleichungen, deren Intégration g g • , , . 

in der Regel darauf, daB eu Difc.ntial.».cl™k tou 4 » Fom ViU nnr mtegrakel som 
kmm, wenn V eine Fuuktion Ton U alloi» Ist, und Eulee ist unersoiûpMi m — 
nZ Anw«,d„ngon dieso. Ssundgedanke». Ab» die aUgenusin, ZurtctftbeMg des p.r- 
ttellen Biffereatislgleicbmgeii erster Ordnrmg eut gewdlmliehe konnte rhm mclit getinge,,, 
we il er sie nock nielrt einmal fiir die dlgemeine lineare partielle Bifterentialgleietmiig erster 

Ordnung zu leisten vermochte. 

AnÊer dem schon vorliin erwâbnten Supplementum entrait der dntte Band noeli eme 
Appendix über den Calculas variatimum. Euler wird hierdureh der Tatsacbe gerecht, daU 
die ron ilnn auf geometriscbem Wege entwickelte Lebre yon den grofiten und klemstrai 
Werten der Intégrale durcb den von Lagrange gescbaffenen Kalkül zu einem Traie der 
Differential- und Integralrecbnung geworden war. 


Der vorliegenden Ausgabe des Calculas integralis liegt die Urausgabe zugrunde, dit* 
einzige, die bei Lebzeiten EüLERS erscbienen ist. Und zwar beschrankt sich unsere Auh- 
gabe auf die ursprünglicb verôffentlicbten drei Bande; der vierte Band, der unter dem I itel 
„Institutionum calculi integralis volumen quartum, continens supplémenta partim inedita part-nu 
iam in operibus academiae imperialis scientiarum Petropolitanae impressa“ im .Jahre 175)4, 
also nacb Eulers Tode berausgegeben worden ist, entb'âlt aehtundzwanzig Abhand- 
lungen, die auf andere Bande der Gesamtausgabe you Eulers Werken vert tilt worden 
sind 1 ). Die Urausgabe wurde aber mit deu spâteren Auflagen und mit der deutschen lîbt*r- 
setzung yon Salomon verglichen; die grofie Sorgfalt, mit der die Herren Kedaktoren du* 
Heransgeber bei der Korrektur unterstützt haben, lâfit hoffen ; da6 es gehmgen soi, dan 
alte Meisterwerk Eulers in durchaus korrekter Form neu erstehen zu lassen. 

Offenbare Druckfebler wurden stillschweigend ausgemerzt, bei kleineren ReeberilVhlern 
der Test Yerbessert und der Urtext in einer FuBnote angegeben. Einsclialtungen der Her- 
ansgeber sind in eckige Klammern [] eingeschlossen. Einige FuBnoten geben teils Literatur 
angaben 7 teils ancb Hinweise anf Versehen, die im Texte Yorkommen; von erlauternden und 
erganzenden Anmerkungen mufite im Sinne der für diese Gesamtausgabe geltenden Grand- 
sâtze Abstand genommen worden. Dagegen ist es môglicb geworden, die beiden Teile der 


l) Dieser vierte Band ist in allen spâtern Auflagen mit abgedruckt und auch in die Über- 
setzung von Salomon mit aufgenommen worden. Wir haben ihn aber aus der unten folgenden 
Bibliographie weggelassen. ° 


* 


# 


à 

l 



VOKWORT DER HERAUSGEBER 


XY 


Adnotationes ad calculum intégraient Euleri von Lorenzo Mascheroni, die 1790 nnd 1792 
in Pavia erschienen nnd zur Zeit recht selten geworden sind, nnserer Ausgabe einzuver- 
leiben. Sie folgen im zwolften Bande der ersten Sérié auf den zweiten Band des Galculus 
integràlis, der den Liber prior des ganzen Werkes abscbliefit, da sie sicb ausscblieBlicb 
auf diesen bezieben. 

Es moge aucb an dieser Stelle Sr. Exzellenz dem Kôniglicb italieniscben Minister des 
offentlichen Unterricbts der ehrerbietigste Dank dafür ausgesprocben werden, daB er für die 
Aufnahme der Mascheronischen Adnotationes in die Eulerausgabe einen StaatszuscbuB ge- 
wahrt bat; nicbt minder danken wir der Société italiana per il progresso delle Science und 
den Herren Gino Loria und Yito Yolterra für ihr wirkungsvolles Eintreten in dieser 
Angelegenheit. 

Was die Verteilung der Arbeit auf die beiden Herausgeber anlangt, so hat vom ersten 
Bande SCHLESINGER den ersten, Engel den zweiten und dritten Abschnitt bearbeitet. Den 
zweiten Band und die Adnotationes von Mascheroni wird Schlesinger bearbeiten, den 
dritten Band Engel mit Ausnahme des Supplementum. 

GieBen, den 2G. Juni 1913. 


L. Schlesinger. F. Engel. 
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PRAEÏT OT AND A 

DE CALCÜLO INTEGRAI! IN GENERE 


DBÏINITIO 1 

1. Calculus integralis est methodus ex data differentialium relaiione inveni- 
endi relationem ipsarum quantitatum; et operatio, qua hoc praestatur , integratio 
vocari solet. 


COROLLARIUM 1 

2. Cum igitur calculus differentialis ex data relatione quantitatum varia- 
bilium relationem differentialium investigare doceat, calculus integralis metho- 
dum inversam suppeditat. 


COROLLARIUM 2 

3. Quemadmodum scilicet in Analysi perpetu© binae operationes sibi 
opponuntur, veluti subtractio additioni, divisio multiplicationi, extractio radicum 
evectioni ad potestates, ita etiam simili ratione calculus integralis calculo 
differentiali opponitur. 


COROLLARIUM 3 

4. Proposita relatione quacunque inter binas quantitates variabiles x et 
y in calculo differentiali methodus traditur rationem differentialium dy : dx 
investigandi; sin autem vicissim ex hac differentialium ratione ipsa quantita- 
tum x et y relatio sit definienda, hoc opus calculo integrali tribuitur. 



PRAENOTANDA § 5—11 


SCHOLION 1 

5. In calculo differentiali iam notavi quaestionem de differentialibus non 
absolute sed relative esse intelligendam, ita ut, si y fuerit functio quaecun- 
que ipsius a;, non tam ipsum eius differentiale dy quam eius ratio ad dxffe- 
rentiale dx sit deflnienda. Cran, enim omnia differentialia per se smt mbüo 
aequalia, quaecunque functio y fuerit ipsius ®, semper est dy = 0 neque sic 
quicquam amplius absolute quaeri posset. Yerum quaestio ita rite proponi 
debet, ut, dum x incrementum capit infinité parvum adeoque evanescens dx, 
definiatur ratio incrementi functionis y, quod inde capiet, ad istud dx; etsi 
enim utrumque est =0, tamen ratio certa inter ea intercedit, quae in calculo 
differentiali proprie investigatur. Ita si fuerit y — XX, in calculo differentiali 
ostenditur esse || = 2x neque banc incrementorum rationem esse veram, nisi 
incrementum dx, ex quo dy nascitur, nibilo aequale statuatui. Yerum tamen 
bac vera differentialium notione observata locutiones communes, quibus diffe** 
rentiaba quasi absolute enunciantur, tolerari possunt, dummodo semper in 
mente saltem ad veritatem referantur. Recte ergo dicimus, si y — xx, fore 
dy = 2xdx, tametsi falsum non esset, si quis diceret dy = 3 xdx vel dy = 4:xdx, 
quoniam ob dx = 0 et dy = 0 bae aequalitates aeque subsisteront; sed prima 
sola rationi verae ~ = 2x est consentanea. 

a x 

SCH0LI0N 2 

6. Quemadmodum calculus differentialis apud Anglos methodus fluxionnm 
appellatur, ita calculus integralis ab iis metbodus fluxionum inversa vocari 
Bolet, quandoquidem a fluxionibus ad quantitates fluentes revertitur. Quas 
e nim nos quantitates variabiles vocamus, eas Angli nomine magis idoneo 
quantitates fluentes vocant et earum incrementa infinité parva seu evanescen- 
tia fluxiones nommant, ita ut fluxiones ipsis idem sint, quod nobis differen- 
tialia. ïïaec diversitas loquendi ita iam usu invaluit, ut conciliatio vix unquam 
sit expectanda; equidem Anglos in formulis loquendi lubenter imitarer, sed 
signa, quibus nos utimur, illorum signis longe anteferenda videntur. Yerum 
cum tôt iam libri utraque ratione conscripti prodierint, buiusmodi conciliatio 
nullum usum esset babitura. 
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DEFINITIO 2 

7. Oum functionis cuiuscunquc ipsius x differentiale huiusmocli hàbeat formant 
Xdx, proposita tali forma differentiali Xdx, in qua X sit functio quaecunque 
ipsius x, üla functio, cuius differentiale est = Xdx, lmius vocatur intégrale et 
praefixo signo J‘ indicari solet, ita ut J* Xdx eam denotet quantitatem variabilem, 
cuius differentiale est = Xdx. 

COROLLARIUM 1 

8. Quemadmodum ergo propositae formulae differentialis , Xdx intégrale 
seu. ea functio ipsius x, cuius differentiale est = Xdx, quae hac scriptura 
J* Xdx indicatur, investigari debeat, in calculo integrali est explicandum, 

COROLLARIUM 2 

9. Uti ergo littera d signum est differentiationis, ita littera jf pro signo 
integrationis utimur sicque baec duo signa sibi mutuo opponuntur et quasi 
se destruunt, scilicet CdX erit = X, quia ea quantitas denotatnr, cuius diffe- 
rentiale est dX, quae utique est X. 

COROLLARIUM 3 

10. Cum igitur harum ipsius x functionum x\ x n , V(aa — xx ) differenti- 

alia sint 2 xdx, nxr l dx, signo integrationis f adbibendo patet fore 

y (a a — xx) 

P xdx- xx, fnx'~'ix-x', 
unde usus huius signi clarius perspicitur. 

SCHOLION 1 

11. Hic unica tantum quantitas variabilis in computum ingredi videtur, 
cum tamen statuamus tam in calculo differentiali quam integrali semper 
rationem duorum pluriumve differentialium spectari. Yerum etsi bxc una 
tantum quantitas variabilis x apparet, tamen révéra duae considerantur; altéra 
enim est ipsa ilia functio, cuius differentiale sumimus esse Xdx; quae si 
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PRAENOTANDA 


[5-6 


§ H-17 


designetur littera y, erit dy = Xdx seu / x = X, ita ut hic ommno ratio 
differentialium dy : dx proponatur, quae est — X , indeque ent y —J Xdx; 
hoc autem intégrale non tam ex ipso differentiàli Xdx, quod utique est — 0, 
quam ex eius ratione ad dx inveniri est censendum. Caeterum hoc signum J 
vocahulo summae efferri solet, quod ex conceptu parum idoneo, quo intégrale 
tanquam summa omnium differentialium spectatur, est natum; neque maiore 
iure admitti potest, quam yulgo lineae ex punctis constare concipi soient. 


SCHOLION 2 

12. At calculus integralis multo latius quam ad huiusmodi formulas inte- 
grandas patet, quae unicam variabilem complectuntur. Quemadmodum enim 
hic functio unius yariahilis x ex data differentialis forma investigatur, ita 
calculus integralis quoque extendi dehet ad functiones duarum pluriumve 
yariabilium inyestigandas, cum relatio quaedam differentialium fuerit propo- 
sita. Deinde calculus integralis non solum ad differentialia primi ordinis 
adstringitur, sed etiam praecepta tradere debet, quorum ope functiones tam 
unius quam duarum pluriumve yariabilium investigari queant, cum relatio 
quaedam differentialium secundi altiorisve cuiusdam ordinis fuerit data. Atque 
hanc ob rem definitionem calculi integralis ita instruximus, ut omnes huius- 
modi investigationes in se complecteretur; differentialia enim cuiusque ordinis 
intelligi debent et voce rélationis, quae inter ea proponatur, sum usus, ut 
latius pateret voce rationis, quae tantum duorum differentialium comparatio- 
nem indicare videatur. Ex his ergo divisionem calculi integralis constituere 
poterimus. 


X 


4 


t 


DEFINITIO 3 

13. Calculus integralis dividitur in duas partes, quarum prier tradit metho- 
dtini functionem unius variabilis inveniendi ex data quadam relatione inter eius 
differentialia tam primi quam altiorum ordinum. 

Pars autem altéra methodum eontinet functionem duarum pluriumve varia- 
bilium inveniendi, cum relatio inter eius differentialia sive primi sive altioris cuius- 
dam gradus fuerit proposita. 




4 
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COROLLARIUM 1 

14. Prout ergo functio ex data differentialium relatione invenieuda yel 
unicam variabilem complectitur vel duas pluresve , inde calculus integralis 
commode in duas partes principales dispescitur, quibus exponendis duos libros 
destinamus. 

OOROLLARIUM 2 

15. Semper igitur calculus integralis in iuventione functionum vel unius 
vel plurium variabilium versatur, cum scilicet relatio quaepiam inter eius 
differentialia sive altioris cuiuspiam ordinis fuerit proposita. 

SCHOLION 

16. Cum hic primam partem calculi integralis in investigatione functio-. 
num unicae variabilis ex data differentialium relatione constituâmes, plures 
partes pro numéro variabilium functionem ingredientium constitui debere 
videantur, ita ut pars secunda functiones duarum variabilium, tertia trium, 
quarta quatuor etc. complectatur. Yerum pro bis posterioribus partibus me- 
thodus fore eadem requiritur, ita ut, si inventio functionum duas variabiles 
involventium fuerit in potestate, via ad eas, quae plures variabiles implicant, 
satis sit patefacta; unde inventionem eiusmodi functionum, quae duas pluresve 
variabiles continent, commode coniungimus indeque unicam partem calculi 
integralis constituimuB posteriori libro tractandam. 

Caeterum haec altéra pars in elementis adhuc nusquam est tractata, 
etiamsi eius usus in Mechanica ac praecipue in doctrina fluidorum maximi 
sit usus. Quocirca cum in hoc genere praeter prima rudimenta vix quicquam 
sit exploratum, noster secundus liber de calculo integrali admodum erit sterilis 
ac praeter commemorationem eorum, quae adhuc desiderantur, parum erit 
expectandum; verum hoc ipsum ad scientiae incrementum multum conferre 
videtur. 


DEFINITIO 4 

17. Ulcrquc de calculo integrali liber commode subdividitur in partes pro 
gradu differentialium , , ex quorum relatione functionem quaesitam investigari oportet. 
Ita prima pars versatur in relatione differentialium primi gradus, secunda in rela- 
tione differentialium secundi gradus, quorsum etiam differentialia altiorum graduum 
ob tenuitatem eorum, quae adhuc sunt investigata, referri possunt. 

Lkonjiaiidi Eulkm Opéra omnia lu Institufciones calculi integralis 2 



COROLLARIUM 1 

18 TJterque ergo liber constebit duabus partibos, in quarum priore relatio 
inter fiffSba primi gradue profita considerabitur, m poatenore vero 
eiusmodi integrationes occurrent, ubi relatio inter diferentoUa eecund: alti- 
orumve graduum proponitur. 


COROLLARIUM 2 

19 In primi ergo libri parte prima eiusmodi functio vanabilis x mvem- 
enda proponitur, ut posita ea functione -ÿ et g»? relatio quaecunque 
data inter bas très quantitates x, ij et y adimpleatur, seu proposita quacun- 
que aequatioue inter bas temas quantitates ut indoles functioms y seu aequatio 
-•inter a: et y tantum, exclusa p, eruatur. 

COROLLARIUM 3 

20. Posterions autem partis primi libri quaestiones ita erunt comparatae, 
ut posito — =*p, || = Z, — r etc., si proponatur aequatio quaecunque inter 
quantitates x, y, p, y, t etc., indoles functionis y per x seu aequatio inter x 
et y eliciatur. 


SCII0LI0M 1 

21. Quae adhuc in calculo integrali sunt elaborata, maximum partem ad 
libri primi partem primam sunt referenda, in qua excolenda Geometrae impri- 
mis operam suam collocarunt; pauca sunt, quae in parte posteriore sunt prae- 
stita, et alter liber, quem secundum fecimus, etiamnunc fere vacuus est re- 
lictus. Prima autem pars libri primi, in qua potissimum nostra, tractatio 
consumetur, denuo in plures sectiones distinguitur pro modo relationis, quae 
inter quantitates x, y et p — || proponitur. Relatio enim prae caeteris simpli- 
cissima est, quando p = || aequatur functioni cuipiam ipsius x; qua posita 
= X, ut sit || = X seu dy = Xdx, totum negotium in integratione formulae 
differentialis Xdx absolvitur; huius operationis iam supra mentionem fecimus, 
quae vulgo sub titulo integrationis formularum differentialium simplicium 
seu unicam variabilem involventium tractari solet. Eodem res rediret, si 
p = || aequaretur functioni ipsius y tantum, quandoquidem quantitates x et 
y ita inter se reciprocantur, ut altéra tanquam functio alterius spectari possib; 
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haec ergo ad sectionem primam referentur. Sin autem p «— aequetur ex- 
pressioni ambas quantitates x et y involventi, aequatio habetur differentialis 
huius formae Pdx + Qdy — 0, ubi P et Q sunt expressiones quaecunque ex 
x, y et constantibus conflatae. Quanquam autem Gteometrae multum in huius- 
modi aequationum integratione desudarunt, tamen vix ultra quosdam casus 
satis particulares sunt progressi. Sin autem. p magis complicate per x et y 
determinatur, ut eius valor explicite exhiberi nequeat, veluti si fuerit 

p 6 = xxp z — xyp + — 2/ 5 ) 

ne via quidem constat tentanda, quomodo inde relatio inter as et y investi- 
gari queat; pa-uca ergo, quae Mc tradere licebit, cum praecedentibus secundam 
sectionem primae partis libri primi occupabunt. Ita ex universa nostra trac- 
tatione magis pat-ebit, quid adhuc in calculo integrali desideretur, quam quid 
iam sit expeditum, cum hoc prae illo ut minima quaedam particula sit spec- 
tandum. 


SOHOLION 2 

22. In singulis partibus, quas enarravimus, fleri etiam solet, ut non solum 
una quaedam functio, sed etiam simul plures investigentur, ita ut neutra 
sine reliquis deflniri possit, quemadmodum in Algebra communi usu venit, ut 
ad solutionem problematis plures incognitae in calculum sint introducendae, 
quae deinceps per totidem aequationes determinentur. Yeluti si eiusmodi 
binae functiones y et g ipsius x sint inveniendae, ut sit 

xdy + atsëdx ==» 0 et xxde + 1>xydy = cdy, 

bin e novae subdivisiones nostrae tractationis constitui possent. Verum quia 
hic ut in Algebra communi totum negotium ad eliminationem unius litterae 
revocatur, ut deinceps duae tantum variabiles in una aequatione supersint, 
hinc tractatio non multiplicanda videtur. 

SOHOLION 3 

23. In secundo libro calculi integralis, quo functio duarum pluriumve 
variabilium ex data differentialium relations investigatur, multo maior quae- 
stionum varietas locum habet. Sit enim s functio binarum variabilium x et 
t investiganda, et cum ( 
x pro variabili habeatur, 


denotet rationem eius differentialis ad dx, si sola 
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quaedam relatio inter quantités *, t, » et U«/’ W " 1 ind6 

tac redit, ut Hnc aequatio inter In 'seconda parte praeter 

enim qualis a at func 10 îpsarum / Ui \ ( dd J) e t (-'-[?-) in compotum 
ha» formulas jj et Q ebam rstee (<,. J. UjW 1 W s 

îTiP-redientur quarum significatio xta est mtelligenda, ut po»' R 
gi)=_p et ^ = q, ubi p et q iterum certae erunt functiones ipsorum x e 

^ futur urn sit simili expressiouis modo 

Gas)-® (ra>“®^ (*£)“$• 

Proposita ergo relations inter bas formulas et praecedentes simulque xpsas 
quantités a, « et * aequatio inter ternas istas quantitates solas xt et z 
erui debet. Huiusmodi quaestiones fréquenter occurrunt m Mechamca 
Hydraulica, quando motus corporum flexibilium et fluidorum mdagatur; ex 
quo maxime est optandum, ut haec altéra sectio secundi libn calcuh xnte- 
gralis omni cura excolatur. Neque vero opus erit, ut hanc mvestigationem 
ad differentialia altiora extendamus, cum nullae adbuc quaestiones sint trac- 
tatae, quae tanta calculi incrementa desiderent. 


DEFINITIO 5 

24. Si functiones, quae in calculo integrali ex relatione dijferentialium guac- 
runtur, algébraice exhiberi nequeant, twn eae vocantur transcendentes, quando- 
quidem earum ratio vires Analyseos commmis transcendit. 


COROLLAJRIUM 1 

25. Quoties ergo integratio non succedit, toties functio, quae per inte- 
grationem quaeritur, pro transcendente est habenda. Ita si formula difïoren- 
tialis Xdx integrationem non admittit, eius intégrale, quod ita indicari solet 
Ç. Xdx, est functio transcendens ipsius x. 


COROLLARIUM 2 

26. Hinc intelligitur, si y fuerit functio transcendens ipsius x, vicissim 
fore x functionem transcendentem ipsius y atque ex hac conversions novae 
functiones transcendentes oriuntur. 
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COROLLARIUM 3 

27. Pro variis partibus et sectionibus calculi integralis nascuntur etiam 
plura généra functionum transcendentium, quorum adeo numerus in infinitum 
exsurgit; unde patet, quanta copia omnium quantitatum possibilium nobis 
adhuc sit ignota. 

SCHOLION 1 

28. Iam antequam in Analysin infinitorum penetravimus, species quas- 
dam functionum transcendent] um cognoscere licuit. Primam suppeditavit doc- 
trina logarithmorum; si enim y denotet logarithmum ipsius x, ut sit y = læ, 
erit y utique functio transcendens ipsius x sicque logarithmi quasi primam 
speciem functionum transcendentium constituunt. Deinde cum ex aequatione 
y = lx vicissim sit x — c v , erit x utique etiam functio transcendens ipsius y 
ac taies functiones vocantur exponentiales. Porro autem consideratio angu- 
lorum aliud genus aperuit; veluti si angulus, cuius sinus est =s, ponatur 
— (p, ut sit cp — Arc. sin. s, nullum est dubium, quin cp sit functio transcen- 
dens ipsius s et quidem infinitiformis; hincque cum convertendo prodeat 
s == sin. cp , erit etiam sinus s functio transcendens anguli cp. Quanquam 
autem bae functiones transcendentes sine subsidio calculi integralis sunt 
agnitae, tamen in ipso quasi limine calculi integralis ad eas deducimur 
earumque indoles ita nobis iam est perspecta, ut propemodum functionibus 
algebraicis accenseri queant. Quare etiam perpetuo in calculo integrali, 
quoties functiones transcendentes ibi reportas ad logarithmos vel angulos re- 
vocare licet, eas tauquam algebraicas spectare solemus. 

SCIIOLION 2 

29. Cum calculus integralis ex inversione calculi diiïerentialis oriatur, 
perinde ac reliquae methodi inversae ad notitiam novi generis quantitatum 
nos perducit. Ita si a tirone primoi'um elementorum nibil praeter notitiam 
numerorum integrorum positivorum postulemus, apprehensa additione, statim 
atque ad operationem inversam, subtractionem scilicet, ducitur, notionem 
numerorum negativorum assequetur. Deinde multiplicatione tiadita, cum ad 
divisionem progreditur, ibi notionem fractionum accipiet. Porro postquam 
evectionem ad potestates didicerit, si per operationem inversam extractionem 
radicum suscipiat, quoties negotium non succedit, ideam numerorum irrationa- 
lium adipiscetur haecque cognitio per totam Analysin communem sufficiens 




«iRNEcie INS/mn 


14 


PRAENOTANDA § 29—36 


[15-16 


censetur. Simili ergo modo «Mo» mtegralis, qooteou» ^atio non »no- 
cedit, novum nobis genue qoaoütatum trauBcendentam ^ Nonon^ 
oti omniu m differentialia exhiber! posBuot, ita wissim omnium differenüaU 
integralia exhibere licet. 

snTTOTJON 3 


30. Neque vero, statim ac primi conatus in integratione expedienda fuerint 
initi functiones quaesitae pro transcendentibus sunt habendae; fien emm 
saepe solet, ut intégrale etiam algebraicum nonnisi per opérations artificiosas 
obtineri queat. Deinde quando fnnctio quaesita fuerit transcendens, sollicite 
Tidendum est, num forte ad species illas simplicissimas logaritbmorum vel 
angulorum revocari possit, quo casu solutio algebraicae esset aequiparanda. 
Quod si minus successerit, formam tamen simplicissimam functionum tran- 
scendentium, ad quam quaesitam reducere liceat, indagari conveniet. Ad usum 
antem longe commodissimmn est, ut valores functionum transcendentium vero 
proxime exbibeantur, quem in flnem insignis pars calculi integralis in investi- 
gationem serierum infinitarum impenditur, quae valores earum functionum 
contineant. 


THEOREMA 

31. Omnes functiones pef calculutn integràlem inventae sunt indeterminatae 
ac requirunt determinationem ex natura quaestionis, cuius solutionem sivppeditant, 
petendam. 

DEMOÎTSTBÀTIO 

Cura semper infmitae dentur functiones, quarum idem est differentiale, 
siquidem functionis P + G, quicunque valor constanti C tribuatur, differentiale 
idem est — dP, vicissim etiam proposito differentiali dP intégrale est P -f- G, 
ubi pro C quantitatem constantem quamcunque ponere licet; unde patet eam 
functionem, cuius differentiale datur = d P, esse indeterminatam, cum quanti- 
tatem constantem arbitrariam in se involvat. Idem etiam eveniat necesse 
est, si functio ex quacunque differentialium relatione sit determinanda, semper- 
qne complectetur quantitatem constantem arbitrariam, cuius nullum vestigium 
in relatione differentialium apparuit. Determinabitur ergo huiusmodi functio 
per calculum integralem inventa, dura constanti illi arbitrariae certus valor 
tribuitur, quem sempér natura quaestionis, cuius solutio ad illam functionem 
perduxerat, suppeditabit. 
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COROLLÀRIUM 1 

32. Si ergo functio y ipsius as ex relatione quapiam differentialium de- 
finitur, per constantem arbitrariam ingressam ita determinari potest, ut po- 
sito x — a fiat y = b; quo facto functio erit determinata et pro quovis valore 
ipsi as tributo functio y determinatum obtinebit valorem. 

COROLLÀRIUM 2 

33. Si ex relatione differentialium secundi gradua functio y definiatur, 
binas involvet constantes arbitrarias ideoque duplicem determinationem ad- 
mittit, qua effici potest, ut posito x = a non solum y obtineat datum valorem 
b, sed etiam ratio ^ dàto valori c fiat aequalis. 

COROLLÀRIUM 3 

34. Si y sit functio binarum variabilium x et t ex relatione differen- 
tialium eruta, etiam constantem arbitrariam involvet, cuius determinatione 
effici poterit, ut posito t = a aequatio inter y et x prodeat data seu naturam 
datae cuiuspiam curvae exprimât. 

SCHOLION 

35. Ista functionum integralium, seu quae per calculum integralem sunt 
inventae, doterminatio quovis casu ex natura quaestionis tractatae facile de- 
ducitur neque alla difficultate laborat, nisi forte praeter necessitatem solutio 
ad differontialia fuerit porducta, cum per Ànalysin communem erui potuisset; 
quo casu perinde atque in Àlgebra quasi radices inutiles ingeruntur. Cum 
autem baec doterminatio tantum in applicatione ad certos casus instituatur, 
hic, ubi integrandi methodum in genere tradimus, integralia in omni ampli- 
tudine oruere conabimur, ita ut constantes per integrationem ingressae maneant 
arbitrariae, neque, nisi conditio quaedam urgeat, eas detenninabimus. Caeterum 
doterminatio functionum ipsius x simplicissima est, qua eae casu x = 0 ipsae 
evanescentes redduntur. 


DEFINITIO 0 

30. Intégrale complelum exhiberi dicltur , giiando functio eguaesita omni exten- 
sione cum constante arbitraria repraesentatur . Quando autem ista constans iam certo 
modo est determinata, intégrale vocari solet particulare. 
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COROLLARIUM 1 

37 Quovis ergo cacu datar imicum intégrale completum; integralia autem 
ôi. yuovia cig rHffprentialis xdx intégrale com- 

particularia infimta exbiberi possunt. S î , - 1 ;rx j_ o etc 

pletum est ^+0, integralia antem particulana T w. T ^ + l, T** + 2 etc ‘ 

multitudine infinita. 

COROLLARIUM 2 

38. Intégrale ergo completam omnia integralia particularia in ee com- 
plectitur ex eoque haee omnia facile formari postant Vicrssim antem etc 
integralibus particularibns intégrale completam non innotescit. Saepennmero 
autem, ntl deinceps patebit, habetar methodus ex mtegrali particulan coin- 

pletum inveniendi. 


SOHOLION 

39. Interdum facile est intégrale particulare coniectura vel divinatione 
assequi. Yeluti si eiusmodi functio ipsius x, quae sit y, quaentur, ut ait 
dy + yydx = dx + xxdy, huic aequationi manifesto satisfit sumendo ?/==«, 
quod ergo est intégrale particulare, quoniam in eo nulla inest constana 
arbitraria; at intégrale completum reperietur y — quod illud particulare 

in se continet sumendo (7=po. Simili modo sumendo 6 = 0 liinc aliud 
intégrale obtinetur V~~x> quod superiori aequationi perinde satisfacit ac 
prius y = x. O mnia autem integralia particularia, quaecunque satisfaciunt, 
contineri necesse est in formula generali y = ^qr~, prouti constanti arbitrariae 
G abi atque alii valores tribuantur; ita sumto 0= 1 fit etiam y = 1. Plorum- 
que autem evenire solet, ut, etiamsi intégrale quoddam particulare sit alge- 
braicum, tamen intégrale completum sit transcendons. Yeluti si proposita 
sit baec aequatio dy + ydx == dx + xdx, statim patet satisfieri posito y => x, 
quod ergo est intégrale particulare; verum intégrale completum constantem 
arbitrariam C involvens est y = x Ge~ x dénotante e numerum, cuius loga- 
ritbmus =1; nisi ergo bic sumatur 0=0, functio y semper est transcendons. 


Haec in genere notasse sufficiat, antequam ad tractationem ipsam calculi 
integrabs aggrediamur, quandoquidem ad omnes integrationes pertinent; nunc 
igitur forma tractationis exposita ad opus tractandum pergamus. 


CO NS PE CT VS 

VNIVERSI OPERIS 

DE 

CALCVLO INTEGRAL!. 


LIBER PRIOR : tradit methodum inueftigandi fun- 
dtiones vnius variabilis ex data quadam rela- 
tione differentialium , continetque duas par- 
tes : 

Pars prior : quando relatio ilia data tantum 
diffèrentialia primi gradus compleditur, 

Pars pofterior\ quando relatio ilia data diffèren- 
tialia fecundi altiorumue graduum com- 
pledlitur. 

LIBER POSTERIOR : tradit methodum inueftigandi 
fundtiones duarum pluriumue variabilium ex 
data quadam relatione difïèrentialium , con- 
tinetque duas partes : 

Pars prior : quando relatio ilia data tantum dif- 
fèrentialia primi gradus complediitur. 

Pars pojlerior : quando relatio ilia data diftèren- 
tialia fecundi altiorumue graduum corn- 
ple&itur. 


Leoühardi Euleiu Opéra omnia lu Institutiones calculi integralis 
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CALCVLI INTEGRALE». 

LIBER PRIOR. 


PARS PRIMA 

S E V 

METHODVS INVESTIGANDI FVNCTIONES 

VNIVS VARIABILIS EX DATA RELATJONE QVACVN- 
QVE D1FFERENTIALIVM PRIMI GRADVS. 

SECTIO PRIMA 

D E 

INTEG RATIO NE FORMVLARVM 
DIFFERENTIALIVM. 
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CAPUT I 


DE INTEGRATION EORMULAEUM 
DIFPERENTIALIUM RATIONALIÜM 

DEFINITIO 

40. Formula differentialis rationalis est, quanclo variàbüis x, cuius functio 
giiaeriiur, differentiale dx multiplicatur in functionem rationalem ipsius x, seu si 
X designet functionem rationalem ipsius x, haee formula differentialis Xdx dicitur 
rationalis. 


COEOLLAEIUM 1 

41. In hoc ergo capite eiusmodi functio ipsius x quaeritur, quae si po- 
natur y, ut aequetur functioni rationali ipsius x, seu posita tali functione 
— X ut sit p- = X. 

dx 

COEOLLAEIUM 2 

42. Iiinc quaeritur eiusmodi functio ipsius x, cuius differentiale sit 
= Xdx\ huius ergo intégrale, quod ita indicari solet f Xdx, praebebit func- 
tionem quaesitam. 


COEOLLAEIUM 3 

43. Quodsi P fuerit eiusmodi functio ipsius x, ut eius differentiale dP 
sit = Xdx, quoniam quantitatis P -f- G idem est differentiale, formulae pro- 
positae Xdx intégrale completum est P -f- G. 
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SCHOLION 1 

44 Ad libri primi partem priorem huiusmodi referuntur quaestiones, 
quibus functiones solius variabilis « ex data differentialium primi gradue re- 
lation e quaeruntur. Scilicet si functio quaesita — V ^ P raes aia 

oportet, ut proposita aequatione quacunque inter ternas quantitates », y et 
p inde indoles functionis y seu aequatio inter x et y, elisa littera p, m- 
veniatur. Quaestio autem sic in genere proposita vires Analyseos adeo supe- 
rare videtur, ut eius solutio nunquam expectari queat. In casibus îgitur 
simplicioribus vires nostrae sunt exercendae, inter quos primum occurnt casus, 
quo p functioni cuipiam ipsius æ, .puta X, aequatur, ut sit = X seu dy Xdx 
ideoque intégral e y =>f Xdx reqüiratur, in quo primam sectionem collocamus. 
Yerum et Mc casus pro varia indole functionis X latissime patet ac plunmis 
difficultatibus implicatur, unde in boc capite eiusmodi tantum quaestiones 
evolvere instituimus, in quibus ista functio X est rationalis, deinceps ad 
functiones irrationales atque adeo transcendentes progressuri. Hinc ista pars 
commode in duas sectiones subdividitur, in quarum altéra integratio formu- 
larum simplicium, quibus p = functioni tantum ipsius x aequatur, est tra- 
denda, in altéra autem rationem integrandi doceri conveniet, cum proposita 
fuerit aequatio quaecunque ipsarum x, y et p. Et cum in. Ms duabus sectio- 
nibus ac potissimum priore a G-eometris plurimum sit elaboratum, eae feie 
maximam partem totius operis complebunt. 

SCHOLION 2 

45. Prima autem integrationis principia ex ipso calculo differentiali sunt 
petenda, perinde ac principia divisionis ex multiplicatione et principia ex- 
tractionis radicum ex ratione evectionis ad potestates sumi soient. Cum 
igitur, si quantitas differentianda ex pluribus partibus constet ut P + Q — P, 
eius differentiale sit d.Pp dQ — dB, ita vicissim, si formula differentialis ex 
pluribus partibus constet ut Pdx + Qdx — Bdx, intégrale erit 

J. Pdx + J Qdx — J J Edx 

♦ 

singulis scilicet partibus seorsim integrandis. Deinde cum quantitatis a P 
differentiale sit ad P, formulas differentialis aPdx intégrale erit aj Pdx', 
scilicet per quam quantitatem constantem formula differentialis multiplicatur, 
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per eandem intégrale multiplicari debet. Ita si formula differentialis sit 
aPdx -f- b Qdx + cJRclx, quaecunque functiones ipsius x litteris P, Q, B 
designentur, intégrale erit 

aJ’Pdx -\-b I Qdx + cJ'Bdx, 

ita ut integratio tantum in singulis formulis Pdx, Qdx et Bdx sit insti- 
tuenda, hocque facto insuper adiici debet constans arbitraria G, ut intégrale 
completum obtineatur. 


PROBLEMA 1 


ideoque 


46. Invenire functionem ipsius x, ut eius différentielle sit = ax n dx, seu 
integrare formulant differentialem ax n dx. 

SOLUTIO 

Cum potestatis x m differentiale sit mx m ~ 1 dx, erit vicissim 
Çmx m ~ l dx = m Ç x m ~ ï dx = x m 

faf , -'dx = -af l ; 

J m 

fiat m — 1 = n seu m — « il + 1 ; erit 

Çx n dx — — J— æ n + l et af x n dx -rrr»" +1 . 

Unde formulae differentialis propositae ax n dx intégrale completum erit 

-fr x n+1 +C, 

cuius ratio vg! inclo patotj cpiod. oius difforGntialG rovoia fit == &x dx* Â.t<jii6 
liaec integratio semper locum habet, quicunque numerus exponenti n tribuatur, 
sive positivus sive negativus, sive integer sive fractus, sive etiam irrationalis. 

Unicus casus hinc excipitur, quo est exponens n = — l seu haec for- 
mula *à!L integranda proponitur. Yerum in calculo differentiali iam osten- 
dimus, si Ix denotet logarithmum hyperbolicum ipsius x, fore eius differen- 
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tiale = — , unde vicissim concludimus esse 

X 7 

* J 5 ?-*- 

Quare adiecta constante arbitraria erit formulae ?£ intégrale completum 

= alx+ C=lx a + G, 

quod etiam pro G ponendo le ita exprimitur: Icaf. 


COROLLARIUM 1 

47. Formulae ergo differentialis ax*dx intégrale semper est algebraicum 
solo excepto casu, quo n = — 1 et intégrale per logaritlimos exprimitur, qui 
ad functiones transcendentes sunt referendi. Est scilicet 



= s celte ~ (“ G — Icx^i 


OOROLLARIÜM 2 

48. Si exponens n numéros positivos denotet, sequentes integrationes 
utpote maxime obviae probe sunt tenendae 

f idx = ax-\- G, f ixdx = xx + G, J ux 3 dx = a . x a -|- G, 
f ax l dx = j x‘ l + C, f %x i clx = j x 5 + C, f ir/’dx = ” .1;" -f G. 


OOROLLARIIJM. 3 

49. Si n sit numerus negativus, posito » = 


m fit 


J x m 1 — m 1 
unde M casus simpliciores notentur 


-\\ - i ^ J 




Çadx = -a G %dx —a Gadx -a , „ 

J x 2 x ’ J x 9 2xx ’ J x i 3 ®® 

fadx__-a Çadx -a . n . 

J x 9 ~ 4 ? + G > J ir “ 5 -6 + G etc. 
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COROLLARIÜM 4 

50. Quin etiam si n denotet numéros fractos, integralia hinc obtinentur. 
Sit primo » = y; erit 

fadxYx”' = xYx m -j- G, 

unde casus notentur 

JadxVx = + G, faxdxYx =~x^Yx + G, 

J'axxdxY x = ^-x 3 Yx + G, J'ax 3 dxYx = ^-x i Y% G. 


COROLLARIÜM 5 


51. Ponatur etiam n — et habebitur 

a 


unde hi casus notentur 


/ adx 2 a x | n 

y % m 2 ~~m y x™ 


■2 a 


V a 


(m — 2) ]/Æ m ~ 2 




/ ad# n i/ t sv C &dx 

T*- uVx+c ' 


■ 2 a 


x yx yx 

adx —2a 


+ °* f: 


adx 


■2a 


xxyx 3 xyx 


+ C, 


/ 'adx 

x 3 Yx 


3 Y% 5 x} Y • 


X 


+ G. 


COROLLARITJM 6 

52. Si in genere ponamus n = — , fiet 


seu per radicalia 


fax r dx = J^L- x * _j_ Q 
J p + v 

Je %dxYx u = ~^y^ t+v + G; 
sin autem ponatur n = — , habebitur 


Leonhabdi Euleri Opéra omnia In Institutiones calcul! integralis 
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seu per radicalia 



va 

v~ti 


r— fi 

X v C 


V — [l 


SCHOLION 1 

53. Quanquam in hoc capite functiones tantum rationales tiactaie 

instituer am ; tamen istae irrationalitates tam sponte se obtulerunt, ut per- 

inde ac rationales tractari possint. Caeterum hinc quoque formulae magis 

complicatae integrari possunt, si pro x functiones alius cuiuspiam yariabilis # 

statuantur. Yeluti si ponamus ©rit dx^gdz) quare si pro a 

scribamus habebitur 
9 

f*i,(f+ g ir--ç^ Wg (f+gir*'+ç, 

casu autem singulari, quo n = — 1, 

fmi-y +g,)+a 

Tum si sit n = — m, fiet 

/ aie _ —a , ç, 

(f+ge) m ~ (m-l)g(f+g*) m - 1 ^ 

Àt posito n = pro dit 

fadt(f+giy=çf^(f+giÿ t ‘+C-, 


posito autem n = — ^ obtinetur 


f- 


adz 


(f+gz) v 


vajf+gj) , ç, 

(v~ii)g(f+gz) r 


SCHOLION 2 

54. Caeterum hic insignis proprietas anuotari meretur. Cum hic quae- 
ratur fuuctio y, ut sit dy = ax"dcc, si ponamus = p, haec habebitur relatio 
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p = ax n , ex qua functio y investigari debet. Quoniam igitur est 


ob ax n =p erit quoque 


y = 


a 

n + 1 


af +1 + C, 


y — 


px 

n -\- 1 


+ C 


sicque casmn habemus, ubi relatio differentialium per aequationem quandam 
inter x, y et p proponitur cuique iam novimus satisfieri per aequationexn 
y = - n ^jX n+1 + C. Yerum haec non amplius erit intégrale completum. pro 
relatione in aequatione y — ,—jrq + G contenta, sed tantum particulare, quo- 
niam intégrale illud non invol vit novam constantem, quae in relatione diffe- 
rentiali non insit. Intégrale autem completum est 



aD 
n -f 1 


1 


4 -C 


novam constantem D involvens; hinc enim fit 


d ± = aDx n =p ideoque y^^^+C. 

Btsi hoc non ad praesens institutum pertinet, tamen notasse iuvabit. 


PROBLEMA 2 


55. Invenire fundionem ipsius x, cunis différentielle sit = Xdx dénotante X 
fundionem quamcanqîie rationalem integram ipsius x, seu definire intégrale J’ Xdx. 


SOLUTIO 

Cum X sit functio rationalis integra ipsius x, in hac forma contineatur 
necesse est 

X = a + px + yx 2 + âx 3 -f sx i + £æ 5 4- etc., 
unde per problema praecedens intégrale quaesitum est 

f Xdx = C + ax + 4- 4 y ex * 4 'ë'S* 6 4 etc. 

4 * 



ram PU., PUIS PABS PBMA SBCT10 PEIM A^mPÏÏT^J^^gl^ 
Atqus in généré x _ + ^ + ,, + etc., 


erit 


/V, n. l. * a-^H- 1 -| @—x f,+1 + —rr 33,1+1 + etc-, 

JXc?a;=(?+ r ^ ï * "+>+1 ^^ + 1 


obi eiponentes », * v etc. ettan numéros tan négatives quam tractoe sdgm- 

ficare possnnt, dummoâo noteta, si faerit 1 1, *m J~î “**< <1“ est 

unicus casus ad ordinem transcendentium referendus. 


PROBLEMA 3 

56 Si X denotet functionem quamcunque rationalem fractam ipsius x, metho- 
dmi describere, cuius ope formulât Xdx intégrale investigari convenir 

SOLUTIO 

Sit igitur X — § , ita ut M et N futurae sint functiones integrae ipsius 
æ, ac primo dispiciatur, num summa potestas ipsius x in numérote» M tanta 
sit vel etiam maior quam in denoxninatore N, quo ca.su ex fractione N 
partes integrae per divisionem eliciantur; quarum integratio cumnihil habeat 
difficultatis, totum negotium reducitur ad eiusmodi fractionem N , in cuius 
numeratore M summa potestas ipsius x rninor sit quam in denominatoro N. 

Tum quaerantur omnes factores ipsius denominatoris N, tam simplicos, 
si fuerint reales, quam duplices reales, vicem scilicot binornm simplicium 
imaginariorum gerentes; simulque videndum est, utrum hi factores ornnos sint 
inaequales necne; pro factorum enim aequalitate alio modo resolutio frac- 
tionis ~ in fractiones simplices est instituenda, quandoquidem ex singulis 
factoribus fractiones partiales nascuntur, quarum aggregatum fraction! pro- 
positae ^ aequatur. Scilicet ex factore simplici a-\-bx nascitur fractio 

A . 

a-\-bx ’ 

si bini sint aequales seu denominator N factorem habeat ( a -|- bx'f, hinc 
nascuntur fractiones 

A B 

(a + 1%)* ^ a -r bx ’ 
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ex huiusmodi autem factore (a + bxf hae très fractiones 

A I B a 

(a +&æ) 3 ' (ffl + bx) 2 ' a -\-bx 

et ita porro. 

Factor autem duplex, cuius forma est aa — 2abx cos. Ç bbxx, nisi alius 
ipsi fuerit aequalis, dabit fractionem partialem 

A-\-Bx . 

aa — 2abx cos. Ç + bbxx’ 

si autem denominator N duos huiusmodi factores aequales involvat, inde 
nascuntur binae huiusmodi fractiones partiales 

A~\~ Bx . 0-\~Dx # 

(aa — 2abx cos. £ + bbxxy ' aa — 2 abx cos. Ç + bbxx’ 

at si cubus adeo (aa — 2abx cos. Ç + bbxxf fuerit factor denominatoris N, 
ex eo oriuntur huiusmodi très fractiones partiales 


A ~f" Bx 

(aa—2abx cos. £ + bbxx) 




G+ Dx ____ 
(aa — 2abx cos. £ + bbxxy 


+ 


JE "h Fx 

aa — 2ahx cos. £ + bbxx 


et ita porro. 

Cum igitur hoc modo fractio proposita ^ in omnes suas fractiones sim- 
plices fuerit resoluta, omnes continebuntur in alterutra harum formarum vel 


. A ve i A + B * 

(i a-\-bx) n (aa — 2 abx cos. £ + bbxx) n 

ac singulos iam per dx multiplicatos integrari oportet; erit omnium horum 

,wl n 

integralium aggregatum valor functionis quaesitae J Xdx—J-^dx. 


COROLLAKIUM 1 

57. Pro integratione ergo omnium huiusmodi formularum ^ dx totum 
negotium reducitur ad integrationem huiusmodi binarum formularum 


h 


Adx 


(a + bx) n 


et 


r 

J (aa — 


(A + Bx)dx 


(aa — 2 abx cos. £ + bbxxj 1 ’ 


dum pro n successive scribuntur numeri 1, 2, 3, 4 etc. 
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LIBKI PRIORIS PARS PRIMA SECTIO PRIMA OAPÜT I § 58—62 [33—84 


COROLLARIUM 2 

58. Ac prions quidem formae intégrale iam supra (§ 53) est expeditum, 
unde patet fore 

/4^-ï*(“ + N + Const 

—A 


et generatim 


Adx 


S{a-\- bx)* b(a + bx) 

J Adx -A 


+ Gonst. 
+ Const. 


(i a + bx) s 2 b(a-f-bx) s 

/ * ^ 

(a + bxÿ = ~ (» — !)&(« + + Cün8t ‘ 


COROLLARIUM 3 

59. Ad propositum ergo absolvendnm uihil aliud superest, niai ut inte- 
gratio huius formulae 


S 'aa — 


(A + JSx) dx 


(aa — 2 abx coa. £ + bbxx) n 
doceatur, primo quidem casu » - 1, tum vero casibus n - 2, » - 3, n «. 4 etc. 

SCHOLION 1 

conâcf»o™l ’ÜT’ !“ , eTito ' t0fam tauliti» 

f imagmaru, fractio proposita sempor resolvi notent in 

*»- r:~. ( „ ,i, J:., ’d 

zrilzTL?™ ta r ?* .*■*•* t™ 

realis résultait, quod tamen rri 

SCHOLION 2 

factores nobis concedi etiamsT al 6S ] ° lutl0nem cuius( I ue functionis intograe in 
resolutio actu ^ G ° * * 

P SSlt Hoc autem in Analysi ubique poatulari 
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solet, ut, quo longius progrediamur, ea, quae rétro sunt relicta, etiamsi non 
satis fuerint explorata, tanquam cognita assumamus; sufficere scilicet hic 
potest omnes factores per methodum approxixaationum quantumvis prope 
assignari posse. Simili modo cum in calculo integrali longius processerimus, 
integralia omnium huiusmodi formularum Xdx, quaecunque functio ipsius x 
littera X significetur, tanquam cognita spectabimus plurimumque nobis 
praestitisse videbimur, si integralia magis abscondita ad eas formas reducere 
valuerimus; atque hoc etiam in usu practico nihil turbat, cum valores talium 
formularum J. Xdx quantumyis prope assignare liceat, uti in ëequentibus 
ostendemus. Caeterum ad has integrationes resolutio denominatoris N in 
suos factores absolute est necessaria, propterea quod singuli hi factores in 
expressionem integralis ingrediuntur; paucissimi sunt casus iique maxime 
obvii, quibus ista resolutione carere possumus; veluti si proponatur haec 

formula - — ~ , statim patet posito x n = v eam ahire in - ^ -- , cuius in- 

tegrale est — 1(1 + v) — • — l ( 1 + œ M ), ubi resolutione in factores non fuerat opus. 
Yerum huiusmodi casus per se tam sunt perspicui, ut eorum tractatio nulla 
peculiari explicatione indigeat. 


PROBLEMA 4 


62. Invenire intégrale huius formulas 


y 


-f- 

J aa — 


(A-\- Bx)dx 


2abx cos. g + bbxx 


SOLUTIO 

Cum numerator duabus constet partibus Adx Bxdx, haec posterior 
B xdx sequenti modi tolli poterit. Cum sit 


l(aa — 2abx cos.Ç + bbxx) = f 


— 2 abdx cos. g + 2 bbxdx 
aa — 2abx cos .t,-\-bbxx ’ 


multiplicetur haec aequatio per ^ et a proposita auferatur; sic enim prodibit 


B 

2bb 


r \ 

l(aa — 2 abx cos. Ç + bbxx) = J — 


^ Â + Ba^^ 


dx 


2 dix cos .Ç + bbxx 



32 
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ita ut haec tantum formula integranda supersit. Ponatur brevitatis gratia 


Ba cos,£ n 

^ + h = L ’ 


ut habeatur baec formula 


f‘ Cdx 

J aa — 2 «6a; cos. £ + bbxx’ 


quae ita exhiber i potest 


Gdx 


fâa sin. ^ + (bx — a cos. f ) 2 

Statuatur bx — a cos. 'Ç = av sin. £ hiucque = , unde formula nostra 

B Cadv sin. g; 6 = O (_Jv 
J aa sin. £ s (l + vv ) a b Mn. S*' 


erit 


Ex calculo autem differentiali novimus esse 


/ — — mm Arc. taug. v = Arc. tang 

J l+vv 


-f- vv 


bx — a cos. £ 
a sin. £ ’ 


unde ob 

erit nostrum intégrale 


n Ab +Ba c.os. £ 
c= - 


abb sm.£ asm. S 


Quocirca formulae propositae 


(A + Bx)dx 


aa—2abx cos.Ç + bbxx 


intégrale est 

B ,, ~ , i 7 s , -4& + Racos.£ . , bx — a cos.£ 

m l(aa-2abx cos. £ + Mot) + Arc. tang. , 

quod ut fiat completum, constans arbitraria G insuper addatur. 


COROLLARIUM 1 

63. Si ad Arc. tang. 6a! ~ B f n T addamus Arc. tang. quippe qui in 
constante addenda contentus concipiatur, prodibit Arc. tang. sicque 
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habebimus 


r— 

J au— 


(. A + Bx)dx 


2 abx cos. g + 660 : 2 ; 


B . , 1 5 - , ri \ , Ab + Ba cob. g . , 6 a; sin. S 

= 2ÏÎ " aa ~~ 2ahx cos> % + Uxx ) ab b s ï n. T~ ArC ’ tang ‘ : 


adiecta constante G. 


COROLLARIUM 2 


a — bx cos. g 


64. Si velimus, nt intégrale hoc evanescat posito æ = 0, constans G sumi 
debet — sicque fiet 


/; 


(A 4- Bx)dx 


aa — 2abx cos. Ç + bbxx 


B i y / (aa — 2abx con.t,-\-bbxx) , A6 + Ea cos. g A j_ . 6æsin.g 
— 66 1 ' a 1 «66 sin. g Ar ° - tang ‘a-6æ cos. g’ 

Pendet ergo boc intégrale partim a logarithmis, partim ab arcubus circulari- 
bus seu angulis. 

COROLLARIUM 3 

65. Si littera B evanescat, pars a logarithmis pendens evanescit fitque 

Adx 


f 

J a 


aa — 2 a 6 æ cos. g + bbxx ab sin. g 

sicque per solum angulum defmitur. 


A . , bx sin. g . n 

Arc.tang. + G 


' a — bx cos. g 


COROLLARIUM 4 

66. Si angulus 'Ç sit rectus ideoque cos. £ = 0 et sin. £ = 1, habebitur 

Ç (A + Bx) dx = B ^ Viaa + lbxx) A ^ . bx Q 

J aa-\-bbxx 66 a ab a a 

si angulus Ç sit 60° ideoque cos. £ = y et sin. £ = -y, erit 

Ç (A + Bx)dx = B_ l y(aa-abx + bbxx) , ^ Ab + Ba ^ t bjcj/s _ 
«/ aa — «6a; + 66æa; 66 a a66]/3 2a — bx 

Leonhardi Etjleri Opéra omnia lu Inatitutiones calenli integralis 5 
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At si £ = 120° ideoque cos. % = — y s * n ‘ ^ 2 ’ 6r ^ 

r (A + Bx)dx B jY(aa±aix + bbxæ) + y*pB* Arc. tang. ^ 

a abbY* ÿa + bx 

J aa + alx + lbxoû oo a 


SCHOLION 1 

67. Omnino Mc notatu dignum evenit, quod casu Ç- 0, quo denominator 
aa — 2al<c + blxx fit quadratum, ratio anguli ex mtegrak discedat. Xosito 
enim angulo £ infinité parvo ont oob.Ç- 1 et sin.£ = £; unde paij logaaith- 

mica fit rfl^~ et altéra pars Arc. tang. - _ hx — ab{a „ ^ > 

quia arcus infinité parvi tangens ipsi est aequalis, sicque liaec para fit 

algebraica. Quocirca erit 


f(A + B x)dx _ B - a-bx (Ab + B<i)x Comi 
J~(T-lxy ~~bb a ^ ab(a—bx) 


-Idûf 

cuius veritas ex praecedentibns est manifesta; est 


enun 


A- \-Bx — B , Àb + Ba * 

(a — 'bxÿ ~~ b(a—bx)' b (a — hxf 

lam vero est 


Sx 


— Bdx B j / 

— ïs 


b (a — bx) 


bx)-~la- 


B . a -- b x 
bb a 1 


f(Ab + Ba)dx _ Ab + Ba _ Ab + Ba ___ (Ab -|- Ba)x 

J b(a — bxy bb(a—bx) abb ub(a — bx) ’ 


siquidem utraque integratio ita determinetur, ut casu x ■ O iutogralia 
evanescant. 


SCHOLION 2 

68. Simili modo, quo laie nsi sumns, si in formula dillerentiali i’nicta 

J\£ d X % ê $ t 

— jp summa potestas ipsius x in numeratore M uno gradu minor sit quam 
in denominatore N, etiam is terminus tolli poterit. Sit enim 

M = Ax n ~ 1 + Bx n ~ 3 + Cx n ~ 3 + etc. 
et 

N — aa ?’ 1 + fi% n ~ x -\- y% n ~ % -j~ etc. 
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ac ponatur = dy. Cum iam sit 

dN = nax n ~ i dx + {n — l)/3x n ~ s dx -{• (n — 2 )yx n ~ 3 dcc + etc., 

erit 

A™ - d 4 (Ax-- + fczlM ?*.-< + (— ■ + etc.), 

naN N \ nu nu / 

quo valore inde subtracto remanebit 

dy _ A™ _ “4 (7b _ <«- ■ » + (O - Ï=SA| *~ • + etc. 
^ waAf JŸ \\ nu 1 1 \ nu J 


Quare si brevitatis gratia ponatur 


5 


(n — l)A/3 


nu 


93, 


C — ~ — = d _ = $ etc., 


«« 


JW 


obtinebitur 

AL ™ da;(33a; ,l ~ i! + &æ”~ 8 + £)æ n ~ 4 + etc.) f' Mdx 

y nu ' J ux n fix n ~ 1 + ycc 7 ‘~ s + dx n ~ 3 + etc. J N 

Hoc igitur modo onmes formulae differentiales fractae eo reduci possunt, ut 
gamma potestas ipsius % in numeratore duobus pluribusve gradibus minor 
sit quam in denominatore. 


PROBLEMA 5 

69. Formulant integralem 

Ç (A-\-Bx)d% 

J (aa — 2 


(a a — 2 abx cos. t,-\-bl)%xi) n+1 
ad aliam similem reducere, ubi potestas denominaloris sit uno gradn inferior, 

SOLUTIO 

Sit brevitatis gratia aa — 2abx cos. £ + bbxx = X ac ponatur 


f(A - \-Bx)clx _ 

J x^+t — y ■ 
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Cura ob 
sit 

ideoque 


dX = — 2 abdx cos. Ç + Zbbxdx 

G+JDx -n(C + Dx)dX , JDdx 
'• ÿ» ‘ X” +i ' X n 


G + JDx r 2 nb(G + Dx)(acos.Ç-bx)dx , /" Pda; 

~~X» J X ïr + ï X» ’ 


habebimus 

G + Dx rdxU+2nCabco8.t+xCB+2nDabcoB.Ç- 2»OM )—2nDbbtcx) , pPda: 

y+ "TF~"J “ V X« 

lam in formula priori litterae (7 et D ita definiantur, ut numerator per X 
üat divisibilis; oportet ergo sit = — 2 nJDXdx, unde nanciscimur 

A + 2 nCab cos. £ = — 2 nDaa 

JB + 2nJDab cos. £ — 2 nCbb = AnJDab cos.Ç 

seu _B — 2nCbb — 2nJDab cos. £ hincque 

B—2nCbb 


et 


2 nJDa 


b oos. £ 


at ex priori conditione est 

_ T. — A. — 2 nGab cos. £ 

2 H J J Ci' == : J 

a 

quibus aequatis fit 

JBa + Ab cos. £ — 2nCabb sin. £ 3 «= 0 


seu 


unde 


çj JBa A Ab cos. £ 

2 nabb sin. £ 2 ’ 

JB 2nCbb s * û ‘ ^ ~ ^ a ~ XJ cos ‘ ^ — XJ cos A — JBa cos. £ 3 

a sin. £ 2 a sin. £ 3 


ita ut reperiatur 
Sumtis ergo litteris 


j, —Ab — JBa cos. £ 

2waa& sin. £ 2 


C = + cos, £ ^ ^ _ — Ab — JBa cos. £ 

2nabb sin. £ 2 '2naab sin. £ 2 
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erit 


ideoque 


S1Y6 


, C + Dx ('—2nl)dx f Ddx ^ f'dx 

V + ~ x » J + J Tgr - - ( 2 « - l)Dj r . 


B(A + Bx 

J X n + 1 


+ Bx)dx — G—Dx 


X n 


(2n 1)7) 


ï% — Baa — Aab cos. £ + ( Abb -{-Bal) cos. £)æ 

X n + 1 ~ 2 nâabb sin. £ 2 X re 

(2w — l)(A&-f- Ba cos. £) f'dx 
' 2waa& sin. £ 2 J X n 


Quare, si formula J-~~ ' constet, etiam intégrale lioc assignari 

poterit. 


COROLLARIUM 1 

70. Cum igitur manente X=aa — 2ab% cos. ’Ç -|- bbxx sit 
n dx 1 , . , bx sin. £ 


f 


X ab sin.£ 


Arc. tang. 


a—bx cos. £ 


4- Const., 


erit 


/ {A + JBæ) dæ — Baa — Aab cos. g + (A&& + J5cfï> cos. £)# 

X 2 2aabb sin. £ S X 

, Ab-\-Ba cos. £ . , sin. £ , ^ , 

+ -s^fur^nr Arc.taug i; --— -, + Const. 


2 a 3 6 6 sin. £ 
Ideoque posito B = 0 et 4 = 1 fîet 

; + , 1 


' a — bx cos. £ 


v 4- K~èT~ r_ 5* ^- rc - tang. — — + Const. 
£ 2 X 2« 8 &sm. £ 8 ° a—bx cos. S 


y ’da; — a cos. £ 

X 2 2 aab sin. 

Intégrale ergo — logarithmos non involvit 


COROLLARIUM 2 


71. Hinc ergo cum sit 



* 'dx —acoB.Ç + bx . 

X 8 “ T âctVsùTfX* 


3_ 

4aa sin. £ 



Const. , 
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erit ilium valorem substituendo 

/; 


dx -aaost + bx . 3(- a cos-g +^g) j_ 

p ; A 7. Ç>4 V 1 


1 • 3 


f. - iSiSï- + + rm *. 6' 

hincque porro concluditur 


, sin. S 

Arc.tang.^^-g 


/: 


•*, — co.. £ + S* , 5(-.cc.e + ^ ) . *- t <-;ïrï + l $ 

X* “ '6m!> .in, £’ Z’ + 1 -Hafb sin. fî 2 . 4 ■ 60 » m. £ 

1-3-5 .... x___ ix ^ 


i . o . 5 â , ttJJU* b 

+ Ârc ' taBg '«- 6æ CÛS - s' 


COEOLLAEIUM 3 

72. Sic ulterius progrediendo omnium huiusmodi formularum mtegralia 
Çdx Ç dx fdx fdx t 

J T’ Jx» Jf il 4 V 

circulari solo exprimitur, reliqua vero praeterea partes 


obtinebuntur 


quorum pnmum areu 
algebraicas continent. 

SOHOLION 

73. Sufficit autem integralia f~^ï nosse, quia formula f- ’ (ac ^ e 

eo reducitur; ita enim repraesentari potest 

1 CîXMdx-VîBUxdx-ïBa'bdx cos. g-j-2 Baldx cos. g 

mJ 

quae ob 2bbxdx — 2abdx cos.Ç = dX abit in hanc 

J_ fBdX . 1 f(Ab + Ba c os.flda: 

266 J X?‘ +1 b J X n+1 

fdX 1_ 

Jf 1 nX n ’ 


k t 

unde babebitur 


■B AbABacoa. 


i.j r dx 
Jx n+i ’ 


f(A + Bx)dx ^ 

J Xâ+ï 2w66X” + 6 

ir+î’ ( l uae m °do exbibuimus. 
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Atque haec sunt omnia subsidia, quibus indigemus ad omnes formulas 
fractas ^ dx integrandas, dummodo M et N sint functiones integrae ipsius x. 
Quocirca in genere integratio omnium huiusmodi formularum J'Vdx, ubi V 
est functio rationalis ipsius æ quaecunque, est in potestate; de quibus 
notandum est, nisi integralia fuerint algebraica, semper vel per logarithmos 
yel angulos exbiberi posse. Nihil aliud igitur superest, nisi ut banc 
metbodum aliquot exemplis illustremus. 


EXEMPLUM 1 

74. Projgosita formula differentiali definire eius intégrale. 

Gum in numeratore variabilis x pauciores babeat dimensiones quam in 
denominatore, baec fractio nullas partes intégras complectitur. Hinc deno- 
minatoris indoles perpendatur, utrum babeat duos factores simplices reales 
neene, ac priori casu, num factores sint aequales; ex quo très habebimus 
casus evolvendos. 


I. Habeat denominator ambos factores aeqtiales sitque — » (a + boff et 
fractio resolvitur in has duas 


unde fit 


Ab-Ba B_ 

&(a+ï>a :) 2 b(a-\-bx)’ 


(‘(A + Bx)dx Ba -Ab 
J (a + bx ) 2 ==s b b (a P bx) ' 


l(a + bx) -|- Const.; 


si intégrale ita determinetur, ut evanescat posito x = 0, reperitur 

B (A + Bx)dx ___ ( Ab—_ Ba)x . B ^ a, + 

J (a + bxf ab {a + bx) "' l_ b b a 


IL Habeat denominator duos factores inaequales sitque proposita baec 


formula 


A ±? æ — dx et baec fractio resolvitur in bas partiales 
bx)(f+gx) 


Ab — Ba dx_ Ag — Bf dx 

T> ' a + bx' ag — bf f+gx’ 


unde obtinetur intégrale quaesitum 


f (A + Bx)dx_ Ab-Ba_ % a + bx Ag-JÎ if l f+jx Oonst> 

J (a + bx)(f + gx) b(bf-ag) a g(ag-bf ) f 
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hjr min, Ç 


erit ilium valorem substituendo 

,,. ha 3(— a cos. £ + M + 8 * Arc. tuug. 

+ ^ 3 - 4flfemn k £ 

J js 4aa6sm. ? a A 

hincque porro concluditur 

I 


.■i+ioa»- 1 ! 

mn. jJ*À 


& _i i A» 5(— a C08.Ç + O»; * a ' 

i* = + xrë^i ain. £*X* 4 « ■ 4 

** todn-t 

y s — ïf Arc. tan g. __ eH $, ç 

+ 2'4'6a’& sm.t' “ 


COROLLARIUM 3 

à Sic dW prqsredWo ommum ta-nUn.» l»t-»r.U* 

obtinebuntur 


fdx fdx fi* ï ,l f i*tr. , 

J'X> J 1" J X»’ J A* 


quorum primurn areu MW •*> “l« mitur ' v '' m I,r “"'“ r "“ v ”* m 

algebraicas continent. 

SGH0L10N 

73. Sufücit autem intogtaUa /*, >«. «•«•»•».< ' v -. IVil " 

eo reducitnr; ita enim repraosentari 


1 fiAUdx + îlfbbsi*- 2 Uahdx t « • Unb,i> ï 
- X- 4 ‘ 


j_ r 2 

266J 


quae 


ob 2bbxdx — 2abdx coü.'Ç*** dX. abit in banc 


1 (‘BdX . 1 /'(.IA }* «a 5 -«i. 


1 (‘BdX 1 / 
266 J X»+i + b, J 


X 


a 4 I 


At 

nnde babebitur 


/‘(ZX 1 

J X>+> “ “ »X«’ 

f(A-\-Bx)âx -- II Ab + Un cm, i f >Ir 
J x»+ï 2 n66 X- + /# . I X* • » * 

unde tantum opus est nosse integralia f ?„*, , quan ramlo exhibuimu». 

1 A 
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Àtque haec sunt omnia subsidia, quibus indigemus ad ornues formulas 
fractâs ~ dx integrandas, dummodo M et N sint functiones integrae ipsius x. 
Quocirca in genere integratio omnium buiusmodi formularum j'Vdx, ubi Y 
est functio rationalis ipsius x quaecunque, est in potestate; de quibus 
notandum est, nisi integralia fuerint algebraica, semper vel per logarithmos 
vel angulos exhiberi posse. Mhil aliud igitur superest, nisi ut hanc 
metbodum aliquot exemplis illustremus. 


EXEMPLUM 1 

74. Froÿosila formula differentiali dejinire ems intégrale. 

Cum in numeratore yariabilis x pauciores habeat dimensiones quam in 
denominatore, baec fractio nullas partes intégras complectitur. Hinc deno- 
minatoris indoles perpendatur, utrum babeat duos factores simplices reales 
necne, ac priori casu, num factores sint aequales; ex quo très babebimus 
casus evolvendos. 


I. Habeat denominator ambos factores aequales sitque = (a + bxf ©t 
fractio f r resolvitur in has duas 

(i a + oxy 


unde fit 


Ab - Ba . B 

i(a + bxy ' b (a + bx)’ 


/ 


(A -+- Bx)dx 
(a + bxy 


Ba — Ab , 
bb(a + bx) 


~ l(a + bx) + Const.; 


si intégrale ita determinetur, ut evanescat posito x = 0, reperitur 

B (A + B x)dx = (Ab—B a)x B , a + bx 

J --(aTbx? ab{a + bx) bb a 


IL 

formula 


Habeat denominator duos factores inaequales sitque proposita baec 

A + ?l — , et baec fractio resolvitur in bas partiales 

(a+bx){f+gx) 


Ab — Ba dx__.Ag — Bf dx 
Tf—ag ' a + bx ^ ag- bf f+ gx ’ 


unde obtinetur intégrale quaesitum 

B (A + Bx)d x __ Al-B a . a + bx Ag-Bf l f+g x Com( . 

J (a~+bx)(f+gx) bfbf-ag) a ‘ r g{ag-bf) f 
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Ponatur 


ut intégrale fiat 


Ab Ba __ m _j_ n et ^ fit ■ — w , 


b{bf-ag) 


g(bf-ag) 


ml 


(a + bx)(f+gx) l f(a + bx) 

Tf +n a(f+gxY 


erit 


erit ergo 


2w = 


B(bf— ag) = B 2n _ “ Ha{1 “ 7 ^« 


bg(bf-ag) b g 


bg(bf-ng) 


f (A + Bx)dx _ .B , ( a+M(/‘+</aO i 2 A b g H(ag f A/'| / /*(« | /»x)_ 

«/ + af r 2bg(bf~ agi a(f \ g.r )‘ 

III. Sint denominatoris factores simplices ambo imaginarii, <pui casu 
formam habebit aa — 2abx cos.'Ç-\-bbxx] qui casua eum supra [§ Ü l| iam sii, 
tractatus, erit 

Ç (A+_Bx)dx 

J oa — 2 abx cob. \ -\-"bbxx 

B ZaM cos.g + fi&ga:) . Ab H- Ba nos. f . , h.r ni». Z 

bb a ' ah b Rin. £ lt ‘ n bx nw, £ 


C0R0LLARIUM 1 

75. Casu secundo, quo f=a et g = — h, erit. 

r(A+Bx)dx -B 1 ( 

J aa — bbxx 2 6a 

bine seorsim sequitur 


aa—bbxx .4 .«(/)/ 

«a " 2 a b ti h.r * 


et 


r ii 
J aa — 


Adx _ R , a -|- />.?• 
bbxx 2 ah a bx ' 


/*_ __ \^L~bbxx H a 

J aa — bbxx 2bb ~aa ~~ hh i//. > < 

ww K(tt« — 5//XXI 


I f'. 


C0R0LLA.RIUM 2 

76. Casu tertio, si ponamus cos. £ = 0, habemus 



4-^Arc.tang.^ 


f 6' 
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hincque singillatim 


et 


/ Adx A . , bx . „ 

S+ïte- ^ Arc. tang. — + CT 

Bxdx B iY(aa~\-lbxx) ~ 

aa + bbxx bb a * 


EXEMPLUM 2 

77. Proposita formula differentiali ~ ^ • — , siquidem exponens ni — 1 minor 
sit quam n, intégrale defmire. 

In capite ultimo Institutionum Calculi Differentialis *) invenimus fractiones 
simplices, in quas haec fractio y^_ ^n resolvitur, surnto n pro mensura duorum 
angulorum rectorum in hac forma generali contineri 


o ÿb—ïjTt . — l)?t X)it ( (2Æ — 1) tt\ 

2 sm. — — — srn.-^ — 2 cos. — — (æ— cos.- J 

n_ n n \ n ) 


(i- 


2x cos. 


(2 h — 1)% 


f XX ^ 


ubi pro Je successive omnes numéros 1, 2, 3 etc. substitui convenit, quoad 
27c — 1 numerum n superare incipiat. Hac ergo forma in dx ducta et cum 
generali nostra 

(A + Bx)dx 


com.para.ta fit 
et 


aa— 2 abx cos. g -)- bbxx 

(2/c — 1 )it 


a — 1, b = 1, Ç = 


n 


, 2 . (2 7c — l)jt: . w(27c — 1 )tt . 2 (2/c — l)?r m(2/c — 

A = sm. — sm. — — — cos. ■ ■ cos. — — 

/M /l/l /M 1 AA /VI AA 


seu A = cos. 


2 (« — !)(«& — 1)* 


et 


J5 


2 m(2/c — Ï)tc 

— cos. — — , 

n n 


l) L. Euleri InsütuUoncs calculi differentialis cum dus usu in analysi flnitorum ac doctrina 
sevicrum, Petropoli 1755; Leonhardi Buleri Opéra omnia , sériés I, yol. 10; vide partis posterions 
§417, exemplum 1. L. S. 


Leonhàrdi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 


6 
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unde fit 


J7 , T, c. 2 . (2Jfc — l)ae . m(2k— 1)je, 

A& + B a cos. £ = — sm. — sxn. — • 

1 n 


n 


n 


ac propterea huius partis intégrale erit 

2 m(2k — 1)» j-i/Yi 0 „ (2& — l)je , \ 

cos.— 1 ^ — l y 1 — 2 a: cos. — h xx ) 

n n y \ n / 

2 . m(2h — l)it 

qih i . l 


. (2ft — 1)« 
x sm, 


H — sin. - 


Arc. tang. 


1 — ÆCOS. 


(2fc — l)rt 


Àc si n sit numerus impar, praeterea accedit fractio cuius intégrale 

est 1 + 0)1 ubi signnm superius valet, si m impar, inferius vero, si m 

par. Quocirca intégrale qnaesitum sequenti modo exprimetur 


2 m 

COS, — 

n n 


2 3 mit 

-COS. 

11 n 


r ! V( 

l V( 


Tt 

„ \ 9 m rrf &sin, — 

1 — 2x cos. j- xx) H — sin. Arc. tang. — 

* J n n ë l-*cos.^ 

l — 2x cos. f- xx ) H — sm. Arc. tang. 

n 1 J 1 n n b ^ 


x sm. - 


-ÆC09.- 


2 5 mit 7 -■ /A 0 5?ir , \ , 2 . 5 m# . , 

_ - COS.-JP iy(l — 2x cos. — ■+ xx) + - sm.— Arc. tang. 


æsin, 


6 « 


2 7 m# 7 

— cos. Z 

11 n 


1 — x cos. ' 


7 TC 


]/( 1-2.cos.£ + m)+ 3 -- *- * Bm '» 


* I 7/0 Jt 1 , 

sm. Arc. tang. 


etc. 


. 7 TC 

1-~æcos. ----- 
n 


secundum numéros impares ipso n minores; sicque totum obtinetur intégrale, 
si n fuerit numerus par, sin autem n sit numerus impar, insuper accedit 
haec pars ± — l(l + <c), prout m sit numerus vel impar vel par; unde si 
m= 1, accedit insuper -f- -1 1(1 -(- x). 



47—48] DE INTEGRATIONS EORMULARUM D1EFERENTIALIUM RATION ALI ÜM 


43 


COEOLLARIUM 1 


78. Sumaxnus m — 1 , ut habeatur forma et pro variis casibus 

ipsius n adipiscimur 




dx 


II 


•/ï 


1 +æ 

dx 


+ æ 3 


1(1 -j- ai) 
Arc. tang. x 


III 


■h 


dx 


-\-x n 


<m Tr ! V( 


1 — 2 æcos. 


7C 


— {- x x'j 


4 y sin. ~ Arc. tang. 


x sm. 


1 — X cos 


3 *+4- ? (l+*) 


(— •— cos. — Z]/(l — 2 æcos.-^- + xx 


TY f dx . 

J l+x* 


Y. 


■f: 


dx 

1+âF 


2 . 7 1 


$sm.- 


4 4 ; sin. y Arc. tang. 


1— &cos.- 


cos.“ ij/^1 — 2a?co»s. ™ + ææ) 

. 3 7£ 

9 o _ # sm. “p 

4 j sin. — Arc. tang. 


3 7C 

1— ÆCOS.— 
a 


cos. * !]/( 


1 — 2 Æ cos. 


TT 


+ ocx) 


o * sm. — 

2 . i i 5 

“■ sm, — Arc. tang. 

5 5 1 — a; cos. - 


cos. — 2 ]/(l — 2 a; cos. 


3 « 


9 ow æsin.-Y- 

. 2 . o 7 l i ï 5 

4- -r sm. Arc. tang. 

5 5 


. 3® * 5 

1— a; cos. 


ï + ii(l + *) 


6 * 
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3 .y ï]/(l — 2a; cos. 


[48 


( 2 




COS, 


Ht , \ 

s. y + 00 / 


X sxn. -jr- 

-l--s1n.-7-Arc.tang. 

b b 1— #cos.~ 


y cos.^ ï ]/(^l —2a; cos, — + 00 ) 


3* 


O xsm - fi 

+ — sin. — Arc. tang. 


1 — ÆCOS. 


3 % 


— |-cos.~Z '|/( 1 “ 2æC0S -T + **) 


Ü7t 


, 2 . 5* À , * sm ‘T 

+ — sm. — Arc. tang. 


l—æcos. 


6 3Ï 


COROLLARÏÏJM 2 

79. Loco sinnum et cosinuum valores, ubi commode fieri potest, substi- 
tuendo obtinemus 


/: 


dx 


1-|- æ 3 


jlV( !-* + **) + — Arc. tang. + 4 ( 1 + 1 ») 


seu 


r dx = i 
J l+x s ~ 3 


1 + æ 


— I 1 — - + — Arc. tang. 
Y(i — * + xx) y ‘à 


xj /3 

2—x 


Deinde ob sin. ~ = cos. = — = gin. — - = — 


]/2 


cos. fit 

4 


r da> . i 1 7 ]/(l + ®]/2 + æa:) , 1 , æl/2 

J i +** - + ïÿî v (1 . _^ s + m) + ïÿj Arc - î+ï' 


tum yero 


Çj^ — A^iVil+xyz + xx) 1 . 3æ(l — ææ) 

J 1 +* 2]/3 7/(1— ^1/3 + æ») + 6 ^ ^ S - l - ixx + x *' 
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EXEMPLUM 3 


80. Froposita formula differentiali 
minor quam n, eius intégrale de finir e. 


x dx 


siquidem exjponens m — 1 sit 


rJU - 1 


Functionis fractae j-— pars ex factore quocunque oriunda hac forma 
continetur 


n oJ „ 27c* . 2 mkit 2 mJiM 

a sm. sm. 2 cos. — 

n n n 


f 2 hn\ 

(X-OOB .— ) 


n 


quae cum forma nostra 


/i n 2 /est 

(1 — 2x cos. 

\ n 

A -J- Bx 

aa — 2ahx cos. £ -|~ bbxx 


i 7 i c» 2 

a = 1 > & = Ç = — , 


f «œj 

comparata dat 


J. = 

hineque 


2 . 2 but . 2 m'krt . 2 27 cæ 2mk% 

Bill. - sm. cos. cos. . 

71 n n n n n 


J5 = 


2 2 mkit 

--“COS. 

n n 


4 i , v 2 . 2 ]ctc . 2 mkit 

Ab + B a cos. Ç = — sm. — sm. 

n n n 


Ex quo intégrale lünc oriundum erit 


2 2km % , 

coh. I 
n n 


i/(i~ï 


2x cos. 


2 hit 


f xx -I — sm. 
1 1 n 


2 k mit 
n 


Ârc. tang. - 


œ sm. - 


2lcit 


-XC08. ' 


2 kit' 


ubi pro k successive omnes numeri 1, 2, 3 etc. substitui debent, quamdiu 2 le 
miiior ont quam n. Accédant insuper liae ex fractione ^ et, si n est 
nurnerus par, ox fraction e n (7q- Œ j oriundae integralis partes — -- 1 (1 — x) et 
-\ : v ï( 1-j-flj), n l >i signum superius valet, si m est par, inferius vero, si m impar. 1 ) 


1) Editio princep»: ubi pro k successive omnes numeri 0, 1, 2, 3 etc. substitui debent, quamdiu 
2 k non super ai n , Ai easu k =0 fit integralis ‘pars — -~ï(l— ®): e£ quando n est numerus par , 
ultima pars orilur ex 2 k » n, erp# m£ 

— ^ cos. m3cZ]/(l + 2x + ææ) = — ï(l 4* 

.si wj c.s*i pe/r mi coh. mit = -p 1, ai si m impar, fit cos .mrt = — 1. Quocirca . . . 

Correxit L. S. 
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Quocirca intégrale / hoc modo ex P rimitur 

- - cos. — l]/( 1 — 2a cos. ^ ® : ®) + ~ sin. ^ Arc. tang. - 

M W ' \ W / il rù i 


x sm. - 


2 % 


-ÆCOS. 


2 % 


v . x sm. — 

3 cos. — i]/(l - 2 a; cos. ~ + a>x) + 1 sin. Arc. tang. — - 


n 


n 


“OJCOS. - 


6 7C 


4 7tf 


- cos. Z V (l - 2 æ cos. ^ + æ æ) + { sin. Arc. tang. ” 6 w 

w«r\ w / n n l— æcog. — 

n 


etc. 

COROLLARITJM 

81. Sit m = 1 et pro n successive numeri 1, 2, 3 etc. substituantur, ut 
nauciscaraur sequentes integrationes 

n -/i^— i*ci— 


*4* a: 


III. 


r dx 

1 

) l-x 3 ~" 

3 


? (1 — æ) — ^ cos ‘-^-1 *j/(l — 2x cos. ---- + ææ) 


. 2% 

,2.2*:. , * 8UL T- 

+ — sm. — Arc. tang. 


1 — X cos. 


2rt 


1Y. 


r dx 

1 

J 1— a; 4 

"T 


^-2(1 — æ) — ^cos.-^Z]/(l — 2 æcos.-^~ + 

2* +ï*( 1 +*) 


XX 


2% 


+ j sin. — Arc. tang. 


X 31IL. - 


2 7t 


1—X COS. • 
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1 


V, 


r dx 
' Jï—x l 


■ j l (1 x) — ~ cos. l "j/i ^1 — 2 x cos. ~~ + 


xx 


2 % 


+ g- sin. — - Arc. tang. 


x sm. 


6™ 


1 — X COS. 


2 Tt 


5 cos -'Y"^y / (l — 2 æc°s.-^- + xxj 


4 


, 2 . 4?r . , ® S1U - 5 

+ y sm. ----- Arc. tang. 


1 — x cos. 
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VI 


/* dx 
' ,/ 1— æ 


• 6 2(1 — x) — - cos. -y- 2]/(l — 2 a; cos.-—- + ææj 


. 

i 2 4 2 % ^ , Æ sm. — 

+ v sm. — Arc. tang. 

6 6 ^ 


1 — x cos. 


2 4 tc 7 ~i // H 

COS. — l |/(1 


6 


6 


2 x cos. 


4æ 


-f- iïæj 


2 . 


+ y sin. -, Arc. tang. 


æsm. 


4 tc 


6 


1 — X COB. 


4 7t 


+ 7“ l(X 4* &) 


EXEMPLUM 4 

H2. Propasiia formula differentiali - — -- — - — existente n> m — 1 

dus intégrale définira. 1 

Ex oxomplo 2 patet integralis partem quameunque in genere esse, 
sumto i pro numéro quocunquo impare non maiore quam n, 


2 mm , i //.. tn . \ . 2 . imn . , 

— cos. -*■— lui 1 — 2 x cos. — 4-xx)-\ — sm. Arc. tang. - 

n n t \ n J n n ° ^ 


. lit 

x sm, — 
n 


-X cos. 


lit 

2 *(»»— w»W a in , \ , 2 . i(n—m)n. , æsm- 7T 

cos. - 1 - l y I — 2 x cos. + xx - — sm. — Arc. tang. r 

» » H « J n n 6 i _*«>«.* 


lit 

n 
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Yerum est 


et 


GOS. 


sm. 


i(n — m) 


M (. iM7t\ 

— = COS. ~ ) 


COS. 


imvt 


i(n — m) 


- = sm. [%* —) — + sxn. — , 


unde partes logarithmicae se destituent, eritque p^rs integralis in genexe 


XTt 

x sm. — 

4 . im% a , w 

+ « sm - ~n ~ Arc - tang - : S • 

n n 1— a? cos.— 


Ponatur commoditatis ergo angulus ~ = co eritque 


/ 


1 + 


4 . . i a? sin. co 

r-[ — sm. m m Arc. tang. 


1 — fl? COS. 05 

x sin. 3 co 


4 . . ~ . . ‘Jü DlJUL. ü lu 

•4 — sm. 3 mu) Arc. tang. 

' n ° 1 — x cos. 3 a 

4 . _ . , x sin. 5 co 

A — sm. 5 mco Arc. tang. — 

1 n 1 — x cos. t) a 


, 4 . . , trsm.îO) 

H — sm. % m üj Ar c. tang. - • 

n ° 1— x cos. i co 

sumto pro i maximo numéro impare exponentom n non excedente. Si ipse 
numerus n sit impar, pars ex positione i = n oriunda ob sin. mn — 0 eva- 
nescet. Notetur ergo hic totum intégrale per meros angnlos exprimi. 

COEOLLAEIÜM 

83. Simili modo sequens intégrale elicitur, ubi soli logarithmi relin- 
quentur, manente A = co : 



52 53] DE IN T EGRATIONS FORMULARTJH DIFFERE N TI ALIUM RATION" ALIIJM 


49 



~jf >n ~ m ~ v )dx 4 , 

i x n cos. mwlyil — 2x cos. a> -f- xx) 

4 , 

~~ ■ ^ cos. 3mco l Y(1 — 2x cos. 3 eu + xx) 
— ~ cos. 5 mco l Y( 1 — 2x cos. 5 w + xx ) 


4 . 

— — cos. imcoly(l — 2a: cos. iœ + xx), 
donec scilicet numeras impar i non superet exponentem n. 


BXEMPLUM 5 

84 , Proposita formula differentiali — — existente n>m — l dus 
intégrale définira. 

Ex exemple 8 integralis pars quaecunque concluditnr, siquidem brevi- 
tatis gratin * = «j statuamus, 

— ^ cos. 2 km wl ÿ fl — 2a; cos. 2/c co -|- xx) -(- -sin.2 kmœ Arc. tang. — ^ - C P~ 

» J 1 n 8 1— a; cos. 2lcco 

+ " coH.2/i;(n — nùiolŸf 1 — 2a;cos.2Æco-|-æa;) — ~sin.2&(» — m)a> Arc. tang. - —fo* • 

n ■ ' v ' n v 1 6 1— æcos ."21a 

Àt est, 

coh. 2 1c fn ~~ m)w -== cos. (2 Icn — 2/cmco) ==> cos. 2 k m oj 
et 

hîh. 2 k fu — ni) i» =•=■■• ain. (2 k n — 2 hmeo) = — sm. 2 km oj, 


undo ista pars general is abit in 

4 . . , X sin. 2 7c co 

sm. 2 le ni eu Arc. tang. -, — , 

n 1 — ,* cos. 21cm 


quaro bine ista intogratio colligitur 


J 


'(a? H 


— x n ~ m ~ l )dx 
1 x n 


4 . » . x sm. 2 o> 

— sm. 2mœ Arc. tang. — 

n 1— #cos.2ca 

4 . . aj Æsin.4co 

71 ° 1 — #C 0 S. 4 Cü 

4 . ^ » j x sin. 6 co 

sm, Qmœ Arc. tang. — 

n ° 1— Æcos.Gcn 


numeris paribus tamdiu ascendendo, quoad exponentem n non superent. 

Lkonuàhdi Eut.HR! Opéra omnia Tu Institutiones calculi integralis 7 
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[54 


COROLLARIUM 

85. Indidem etiam haec integratio absolvitur manente “ = 


J' (x m ~ 1 -f 


-f- x n ~ m ~ v )d% ^ 

n m v \ / 


n 

— — cos. 2mcoZ]/(l — 2 a; cos. 2 co + ææ) 

n V 

— ~ cos. 4mcoZ]/(l — 2 æcos. 4co + xx ) 

— — cos. §mœlY(l — 2æcos. 6co + xx )> 

ubi etiam numeri pares non ultra terminnm n sunt continuandi. 


EXEMPLUM 6 


86. Proposita formula differentiali dy = — V) e ^ us ^ G 9 rc ^ G invenire. 

Punctio fracta per dx affecta secundum denominatoris factores est 

1 

æ 8 (l + æ) 2 (l — æ)(l + xx) ’ 

quae in has fractiones simplices resolvitur 


i_i, 1 l 

æ 8 a: 8 i " x 4 (1 + xf 8(1 + x) ^ 8 (1 - x) ï(ï + xx) ~ Toi ’ 


9 I 1 | 1 + ® dy 

T o/i „\ ~r 


unde per iutegrationem elicitur 


L 3 + L + îx + __l_ -| ï(1 + x) ~ ~l(l - x) 

+ t l (1 + xx ) + t Arc. tang. x, 


quae expressio in banc formam trausmutatur 


a i zi±i£±®H ? i+* , i ji+xx , i . , 

^ 4*a(r+*)- _ ^ + 8 v *r=ïï + T Arc. tang. æ. 
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S0H0LI0N 

87. Hoc igitur caput ita pertractare licuit, ut nihil amplius in hoc 
genere desiderari possit. . Quoties ergo eiusmodi functio y ipsius * quaeritur, 
ut aequetur functioni rationali ipsius x, toties iutegratio nihil habet diffl- 
cultatis, nisi iorte ad denominatoris singulos factores eliciendos Algebrae 
praecepta non sufficiant; verum tum defectus ipsi Algebrae, non vero 
methodo integrandi, quam hic tractamüs, est tribuendus. Deinde etiam 
potissimum notari convenit semper, cum g- functioni rationali ipsius ® 
aequale ponitur, functionefn y , nisi sit algebraica, alias quantitates transcen- 
dentes non involveie piaeter logarithmos et angulos) ubi quidem observan- 
dum est hic perpetuo logarithmos hyperbolicos intelligi oportere, cum ipsius 
Ix diflei. entialo non sit = x > nisi logarithmus hyperbolicus sumatur; at 
horum reductio ad vulgares est facillima, ita ut hinc applicatio calculi ad 
praxin nulli impedimonto sit obnoxia. Quare progrediamur ad eos casus, 
quibus formula (ix functioni irrationali ipsius x aequatur, ubi quidem primo 
notandum est, quoties ista functio per idoneam substitutionem ad rationali- 
tatem porduci potorit, casum ad hoc caput revolvi. Yeluti si fuerit 


l + Vx - f a 

1 + ÿæ 




evidens est ponendo jr «*»*", undo lit dx=>G^dg, fore 


, (1 + B 3 — # 1 ) n « 

dy = K ' ■ • Gzdz 

' 1 -|- zz 

idooquo 

d f “ — 6* T -|- (5/ + 6/ — 6** + G tu — 6 4- — 6 — , 

du 1 1 1+00’ 

undo intégrale 


y = — '! / -|- f /' -|- 2t? — 6 e + 6 Arc. tang. g 


et restituto valore 


'I x Ÿx -|- y x Ÿx -(- x — y Ÿx s + 2 Vx — 6 fx -j- 6 Arc. tang. Ÿx + O. 


0 A 


1 * 



CAPIJT II 


DE INTEGRATIONS EORMÜLARUM 
D1EEERENTIALIUM IRRATIONALIÜM 

PROBLBMA 6 

88. j Proposita formula differentiali cly — ^ eius intégrale invcnire. 


SOLUTIO 

Quantitas a + (3x-\- yxx vel habet duos factores reales vel secus. 

I. Priori casu formula proposita erit huiusmodi 

7 dx 

d y • 

Y(a+lx)(f+gx) 

statuatur ad irrationalitatem tolleudam 


erit 


et 

unde fit 


(a + bx)(f + gx) = (a + bxfgg ; 


x 


f—azz_ 

Izz—g 


ideoque dx - 


V { a + lx)(f+ S x) — <^, 


dy = 


— 2 de 
bisg—g 


2 du 

g — b## 



Quare si litterae b et g paribus signis suut affectae, intégrale per logarithmos, 
sin autem signis disparibus, per angulos exprimetur. 
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IL Posteriori casu habebimus 

dy 


53 


statuatur 

erit 

et 

et 

ergo 

Àt est 

ideoque 

vol 


dx 


Y (a a — 2 a bx cos. g + b b xx) ’ 
bbxx — 2 abx cos. Ç + aa = (J® _ 

— 2&æcos.£ + a = — 2bxz + azs 

X _ W n( . /-7,v. __ «<**(!• cos. g + **) 

2&(cOB.g-*)' “ 2&(cos. g-*)* 

]/(aa - 2a&aî cos. Ç + = g Ç i - 2 » 008 - £ + **) , 

' 2 (cos. g-*) 

^ — ]/(«« — 2 a&æ cos. g + bbxx ) 


^ 1 ^ ftcos.g — 6a;4-]/(ftfl — 2a6a;cos.g + &&^^) 

' /•> a 

?/ = ^ l ( — a cos. £ -|- + Y(aa — 2abx cos. £ bbxx)) + 6 Y . 


COKOLLAJtlUM 1 

80. Casus ultimus latins patet et ad formulant 

dx 


dy 


]/(« + fix -|- y xx) 


accommodari potest, dummodo fuerit y quantitas positiva; namque ob b— Y y 


et a cos. £ = ’ ? oritur 

- 2 i/ y 


y = \ l ( - . xYy + Y(a §x + yxxf) -f 
Yr \2y y ' 7 


G 


y = y l Q § + yx + y^(a + §oo + + O r - 


seu 
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COROLLARIUM 2 
90. Pro casu priori cum sit 

2 de 1 - Va + mVb , C 


f 2dz = J_ i Yl+lï* et f 
J a-b 20 Vba 1 Za-tYb J i 


g— hep Ybg f/g—^Yb 
habebimus hos casus 


g-\-bgÿ 


2 A , eYb 

■ — Arc. tang. — > 

Yff* Vo 


r 

dx 

.1 

/ Y(a + bx)(f+gx) 

Yh 

r 

dx 

i 

) Y(P x 

—a)(f+gx) 

Ybg 

f 

dx 

î 

' Y (b % 

-a){gx-f) 

Ybg 


^ Vg(a + ~by K/''b^ a! ) | (j 

Ybg Y9(a + bx)-Yb(f+gx) 


= 4-1 


Yg(bx 


dx 


J ) /(a-lx)(f—gx) 
Ç dx 
J Y (a — bx)(f+ gx) 


f dx 

2 

' V(a — bx)(gx — f) 

Ybg 


- a ) + Yb(f+g x) G 
V9(px — a) —Yb(f+gx) 

i YoO> x - «) + YHg % -f) | q 

Yg(bx-a)-Yb(gx-'fj 

- 1 ? Ysia — fa) + Y Hf-(i 4 , (J 

Ybg Yfj(0'-bx)-Yb(f-gx) 

-Ata. tang Mttà+O 

Y^g 6 Yg( a ~bx) 


Ygla—H) 


COROLLARIUM 3 

91. Harurn sex integratiorium quatuor priores omnes in casu Gorollnrii 1 
continentur, binae autem postremae in hac formula 


dy 


dx 


V(cc + ftx — yxx) 

continentur; sit enim pro penultima 


a f=ct, ag — bf=ft, bg = y, 

unde colligitur 

y — Arc. tang. 44i^^x~yxx) 
Vy ft — 2 yx ’ 

si scilicet Me arcus duplicetur. Per cosinum autem erit 
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y 


- 7 - Arc. cos. 

Vr 


fi — 2yx 


cuius veritas ex differentiatione patet. 


SCHOLION 1 


92. Ex solutione huius 
patentem 


problematis patet etiam hanc foramlam latins 

Xdx 

]/(«- l-px + yxo:)’ 


si X fuerit functio rationalis quaecunque ipsius x, per praecepta capitis 
praecedentis intograri posse. Introducta enim loco x variabili 0 , qua formula 
radicalis rationalis redditur, etiam X abibit in functionem rationalem ipsius 0 . 
Idem adkuc generalins locum habet, si pbsito V(a-\-f3x-}-yxx) = u fuerit X 
functio quaecunquo rationalis binarum quantitatum x et u; tum enim per 
substitutionom adbibitain, quia tam pro x quam pro u formulae rationales 
ipsius z Hcribuntur, prodibit formula differentialis rationalis. Hoc idem etiam 
ita oniuiciari potost, ut dicamus formulae Xdx, si functio X nullam aliam 
irrationalom praotor V(a~\~ j3x-{-yxx) involvat, intégrale assignari posse, 
proptovoa quod ea ope substitutionis in fonnulam dilïerentialem rationalem 
transformari potost. 


SCHOLION 2 

93. L’roposita autom formula differontiali quacunque irrationali ante omnia 
vidondum est, num ea opo cuiuspiam substitutionis in rationalem transformari 
possit; (juod si succédât, intogratio per praecepta capitis praecedentis absolvi 
potorit, mule simul intolligitnr intégrale, nisi sit algebraicum, alias quanti- 
tates transcondontos non involvero praeter logarithmos et angulos. 

Quodsi autom nnlla substitutio ad hoc idonea inveniri possit, ab integrationis 
laboro est desistondum, quandoquidem intégrale neque algebraice neque per loga- 
rithmes vol angulos exprimera valemus. Veluti si Xdx fuerit eiusmodi formula 
differentialis, quao nullo pacto ad rationalitatem reduci queat, eius intégrale 
f‘Xdx ad novum genus functionum transcendentium erit referendum, in quo 
nihil aliud nobis relinquitur, nisi ut eius valorem vero proxime assignare 
conemur. Admisse autem novo genere quantitatum transcendentium innume- 
rabiles aliae formulae eo reduci atque integrari poterunt. Imprimis igitur in 
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hoc erit élaborai! dum, ut pro quolibet généré formula simplicissima notetur, 
qua concessa reliquarum formularum integralia definire liceat. Hinc deduci- 
mur ad quaestionem maximi momenti, quomodo integrationem formularum 
ma.gis complicatarum ad simpliciores reduci oporteat. Quod antequam aggre- 
diamur, alias eiusmodi formulas perpendamus, quae ope idoneae substitutions 
ab irratioualitate liberari queant, quemadmodum iam ostendimus, quoties X 
fuerit functio rationalis quantitatum x et u = Y (et -J- “h y^x) , ita ut alia 
irrationalitas non. ingrediatur praeter radicem quadratam huiusmodi formulae 
a + fisc + yxx, toties formulam differentialem Xdx in rationalem transfor- 
mari posse. 


PEOBLEMA 7 

£ 

94. Proposita formula differentiali Xdx(a -f bx)' 1 , in qua X denotet functi 
onem quameunque rationalem ipsius x, eam ab irrationalitate liberare. 


Statuatur 
ut fiat 


SOLUTIO 

a -f bx «— g\ 

£ 

(a -f bx) v = 


tum, quia x— g , facta hac substitutione functio X abibit in functionom 
rationalem ipsius e, quae sit Z, et ob dx = -}g v - i dz formula nostra differon- 
tialis induet banc formam j Zz f,+v - l dz] quae cum sit rationalis, per cap ut 

superius integrari potest et intégrale, nisi sit algebraicum, per logarithmes 
et angulos exprimetur. 


OOEOLLAEIÜM 1 

95. ^ Hac substitutione generalius negotium conHci poterit, si posito 

(a-ybx) r = u littera F denotet functionem quameunque rationalem binarum 
quantitatum x et u; cum enim posito x = fiat jr f unctio rationalis 
ipsius u, formula Vdx = F Yu v ~ 1 du erit rationalis. 
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COROLIARIUM 2 

96. Quin etiam si binae irrationalitates eiusdem quantitatif a-\-bx, scili- 

1 1 

cet (a-\-b%y = u et (a + bx) n = v, ingrediantur in formulam Xdx, posito 

„n v 

a-\-bx = z nv fit x — — j — , u — z n et v = f‘, unde cum X fiat functio ratio- 
nalis ipsius z et dx = ^z nv ~ 1 dz, bac substitutione formula Xdx evadet 
rationalis. 

COROLLARIUM 3 

97. Eodem modo intelligitur, si posito 

A. A A 

( a -+- bx) 1 = u, (a bx) ft =v, (a ■A r bx) v — t etc. 

littera X denotet functionem quamcunque rationalem quantitatum x, u, v , 
t etc., formulam differentialem Xdx rationalem reddi facto 

a + bx = 

erit enim 

t — *» etc. et dx = X -l~* f ' v - l d!S. 


EXEMPLUM 


98. Proposita hac formula 


j xdx 

J = Ki+^-VôT^) 

facto 1 + æ = /’ reperitur 


dy = — 


6/^(1 —/’) 
~~ 1 — Z 


seu 

dy — - 6 dz(z* + K* + + / + # + ^ ) 


hincque integrando 



Leonuaiidi Ebmsiu Opéra orariia lu Inetitutionea calculj integralis 
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et restituendo 

y = G— “-V(l + — 1 — x — y (1 + %)Y(l + 

—|(1 + *)# + *) -|(1 + x)V(l + x), 
ita ut intégrale adeo algebraice exliibeatur. 


PROBLEMA 8 

. , . £ 

99. Proposita formula differentiali Xdx\^~j v dénotante X functionem 
rationalem guamcunque ipsius x eam ah irrationalitate liberare. 


Posito 


fit 


et 


SOLUTIO 

g±jg _ 

f+9* 


/a-j-bx 

\f+yx 



x = 


a — fz v 
gs v —b 


atque 


dx = v ( h f- a t/)z v ~ 1 dz 
(gz’-îf ' 


sicque loco X prodibit functio rationalis ipsius e, qua posita = Z erit for- 
mula nostra differentialis 

= v(bf— a g) Zzf‘ + v ~ 1 dz. 

quae cum sit rationalis, per praecepta Capitis I integrari . poterit. 


UOBOLLARÏÏJM 1 


00. Posito ( jf+ÿjC ) v, si X fuerit functio quaecunque rationalis 
bmarum quantitatum * et «, formula differentialis ïdx per substitutionem 
usuipatam m rationalem transformabitur, onins propterea integratio constat. 
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COROLLARIÜM 2 

101. Sx X fuerit functio rationalis taxa ipsius x qixam quantitatum 
quotcunque huiusmodi 



tum formula diffeientialis Xclx rationalis reddetux adhibita substitutione 


unde fit 


+ = JLfiv 

f+9* 


a-t 'Ÿ tlv 
0?*- b 


et u — 


v = g Xv , 


t = z lfl . 


SOHOLION 1 

102. Ilia casibus roductio ad l’ationalitatonx idoo succedit, etiamsi plures 
formulai irrationales insint, quod oae omnes simul per eandem substitutionem 
rationalos ofhciantur indeqxxo etiam ipsa quantitas x per novam variabilem s 
rationalité!: oxprimotur. Sin autoin differentiale propositum duas eiusmodi 
formula» irrationales contineat, quae non ambae simul ope eiusdem substi- 
tutionis rationalos roddi queant, etiamsi hoc in utraque seorsim fieri possit, 
roductio locum non liabet, nisi forte ipsum differentiale in duas partes 
disposci licoat, quarum utraque unam tantum formulam irrationalem com- 
ploctatur. Voluti si proposita sit haec formula differentialis 

, dx 

dy *=> . — , 

Ÿ(l + xx)~Y(l~xx) 

oins nmnoratorom ac donominatorem per ]/(l xx) Vil — xx) multipli- 
cando fit 

. dx ]/(l -(- xx) dx"\/{l — xx) 

‘ ‘2xx 2xx ’ 

cuius utraque pars seorsim rationalis reddi et integrari potest. Reperitur 
autorn 

y = 6'™ y'^~ x ^+y^: ± xx ). -I- \ l(æ -f j/( 1 -I- xx)) — -- Arc. tang. ? — x ). 

]/(l — xx) — ]/(l + xx) 

' 2(0 . ; + 


X) Editio princeps: y -- 0 


0orrexit : L. S. 
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Commodissime autem ibi irrationalitas tollitur, si in parte priori ponatur 
]/(l + xx) = px, in posteriori Y( 1 — xx) = qx. Etsi enim bine sit 

l i 1 

X=—, et X = —r T5 

Yivp— i) y(i+?î) 

tamen oritur rationaliter 

, —ppdp ÇLÇ[dq 

atJ= ~ 2(pp-i)” 2(1+22) ' 

SOHOLION 2 

103. Oirca formulas generales, quae ab irrationalitate liberari queant, 
vix quicquam amplius praecipere licet, dummodo hune casum addamus, quo 
functio X binas huiusmodi formulas radicales Y [a + bx) et Y(f g os) com- 
plectitur. Posito enim 

(a + bx) — (/■+ gx)tt 
fit 

a — fit 

X — 

gtt *— b 

atque [ob] 

[inerit] in formula differentiali unica tantum formula irrationalis Y (gtt — b), 
quae nova substitutione facile tolletur per ea, quae Problemate 6 tradidimus. 

Ut igitur ad alia pergamus, imprimis considerari meretur haec formula 
differentialis 

E 

x m ~ 1 dx(a-\~bx n y ) 

cuius ob simplicitatem usus per universam Ànalysin est amplissimus, ubi 
quidem sumimus litteras m, n, p, v numéros integros denotare; nisi enim 
taies essent, facile ad hanc formam reducerentur. Yeluti si haberemus 

œ a clx(a + bYæy, statui oportet x = u\ bine dx = Qu;' du, unde prodit 
Qu du (a -f- bu ) . Tum vero pro n valorem positivum assumere licet; si 
enim esset negativus, puta x^dx(a + bx~»)\ ponatur x = { fietque for- 
mula u du(a-\-bu) similis principali; quae ergo quibus casibus ab 
irrationalitate liberari qneat, inyestigenms. 
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PROBLEMA 9 

104. Définir e casus, quibus formulmn differentialem x m ~ 1 dx(a -f- bx n 'y ad 
rationalitatem perducere liceat. 


SOLUTIO 

Primo palet, si fuerit v — 1 seu numerus integer, formulam per se 
fore ration alem neque substitutione opus esse. At si 1- sit fractio, snbsti- 

V 7 

tutione est utondum eaque duplici. 


I. 

ut fiat 

erit ai” 


Ponatur 




— a 

b > 


hinc 


a -f- bx n — u v , 

£ 

(a + bx n ) v = u 


u r — a 

b 


\ m 

J" ideoque 


x m ~ l d%-- 


nb 


u v ~ 1 du 


Pr ) 1 


unde formula nostra flot 

Hinc ovgo patot, quoties exponens m ~ n seu * fuerit numerus integer sive 
positivu» sive nogativus, banc formulam esse rationalem. 


II. Ponatur 
ut fiat 

tum 


a + bx n = aff, 


af- / 7 et (a+-bx n y 
e —b 


£ 

a v &‘ 


a n 

(**-&)" 


£ * 

z v — b) v 


— va n e r ~ 1 i 


-, hinc x m 1 dx = 

m’ — + l 

n(z v — b) n 
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ideoque formula nostra erit 

— và n 

«(«*-&)» * 

Ex quo patet hanc formam fore rationalem, quoties ~ + ~ fuerit numerus 
integer. 

Facile autem iutelligitur alias substitutiones huic scopo idoneas excogitari 

Ji 

non posse. Quare concludimus formulam irrationalem hanc x m ~ 1 dx(a -f- lx n ) v 
ab irrationalitate libérai! posse, si fuerit yel ~ vel ~~ + -t numerus integer. ] ) 


COROLLARIUM 1 

105. Si sit ~ numerus integer, casus per se est facilis; ponatur eniin 
m = in et sit x n = v; erit x m = v* ideoque formula nostra 

^tf-'dvia + bvÿ, 
quae per Problema 7 expeditur. 


COROLLARIUM 2 

106. At si £ non est numerus integer, ut reductio ad rationalitatem 
ocum babeat, necesse est, ut £+■£ sit numerus integer, quod fieri nequit, 
msi sit v — n, ideoque m + p, multiplum debet esse ipsius n = v. 


COROLLARIUM 3 


107. Quodsi ergo haec formula + hfy ad rationalitatem 

reduci queat, etiam haec formula af±—>fo(a + wf*' eandem reductionorn 
admrt et, qurcunque numeri iutegrl pro „ et -0 a S9 umantur. üude ad ca S u 3 
reducibiles c ognoscendos sufficit ponere m < a et u < r 


n, a „ mr , mmiaiar ^ ‘ „ LL m,° ; * p - 

t. I, P. 163, Cf. quelque , quae insérait C P P f ’ St -’ Petersbo « , g 1899-1907, 
vCriiwü EuLERum rationem sponte detexi“- 'vide ml r , l0gUm suum d ' X m - Ian ' a. 1797: 
schafüiches Tagébuch 1796-1814, Mathem. Ann “7 19oT7 ^ 2 âW 
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'C0R0LL1RIUM 4 

108. Sx m=> 0, haec formula - d ® (a -f bx n ) v semper per casum primurn ad 
rationalitatem reducitur ponendo a? = transformatur enim in hanc 

vut‘ + r ~ 1 dU' 

* n(u v — a) 

SCHOLIOST 1 

10J. Quoniam formula, x n dx(ct -f~ b x n j r , quoties est m = in dénotante 
i nmneium integium sive positivum sive negativum quemcunque, semper ad 
rationalitatem roduci potest hique casus per se sunt perspicui, reliquos 
casus hanc l’eductionem admittentes accuratius contemplari operae pretium 
videtur. Quom in finem statuamus v = n et m < n, item fx < n, ac necesse 
est, ut ait tu -|~ f.i-~ n\ unde sequentes formae in genere suo simplicissimae, 
quae quidom ad rationalitatem reduci queant, obtinentur. 

1. <ix{a + boc?)K 

il. dx(a -|- bx?Ÿ, xdx(a -f- bapft, 

III. dx(a -|- bx*)^ , xxdx(a -j- bx*Ÿ' , 

IV. dxia -|- bscrf , xdx(a -j- bgpf * x 2 dx(a + bx’rf', x*dx(a + barf, 

V. dx(a -\- hx' v f' , x i dx(a -f- bx^' , 

unde otiaui hao reductionem admittent 
x + - > "dx(a -J- 


dx(a + bx*)^ 1 * > 

x 1±ia dx(a -f- bx*f i±tl , 

dx(a -\- baff 1 , 

x i±la dx(a + bxrf^ 1 *, 

dx(a + bx^Ÿ*^ , 

x 1±6a dx(a bx' s Ÿ ± \ 


x^ a dx{a -|- bx*Ÿ 


x^- ia dx{a -f- bx*Ÿ ±t ‘, 

dx(a -(- bx 

% i ± lia dx(a -|- bx 6 )£- 7 \ 
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64 LH3RI 


SCHOLION 2 


110. Yer um etiamsi formula x m l dx{a -f- bx n ) r ab irrationalitate liberari 

nequeat, tamen semper omnium harum formularum x m ~ na 1 dx(a + boc ) 
integrationem ad eam reducere licet, ita ut illius integrali tanquam cognito 
spectato etiam harum integralia assignari queant. Quae reductio cum in 
Analysi summam afiferat utilitatem, eam Mc exponere necesse erit. Caeterum 
hic affirmare haud dubitamus praeter eos casus, quos reductionem ad ratio- 
nalitatem admittere hic ostendimus, nullos alios existere, qui ulla substitu- 
tione adMbita ab ii’rationalitate liberari queant. Proposita enim hac formula 
dæ — nulla functio rationalis ipsius z loco x poni potest, ut a + &æ 8 ex- 

)/(ct+ïa:*) 

tractdonem radicis quadratae admittat; obiici quidem potest scopo satisfîeri 
posse, etiamsi loco x functio irrationalis ipsius s substituatur, dumxnodo si- 
mihs irrationahtas iu denominatore Y (a + bx/) contineatur, qua ilia numera- 


torem clx afficiens destruatur, quemadmodum fit in. hac formula 


dx 


adhibendo substitutionem x ■■ 


fa 


^(a-^bx*) 

verum quod hic commode usu yenit, 


fV— &) 

nullo modo perspicitur, quomodo idem illo casu evenire possit. Hoc tamen 
minime pro demonstratione haberi volo. 


PROBLEMÀ 10 

/> IL . 

111. Integrationem formulae Jx m+,, - i dx(a + bx n ) v perducere ad integrationem 

IL 

lmius formulae J'x m ~ 1 dx(a + bx n ) v . 


erit 


S0LUTI0 

— +i 

Consideretur functio x m (a -f bx n f ; cuius differentiale cum sit 

(max'^dx + mbar + ”~ 1 dx + r Lt±Lïj )a f+«- i^)(a + bx n f, 


X 


(a + hrf " _ mafcr-'i^a + + fe » + »j.+»»)> y W ._, |to(|t + 


— 7aj^JMB_I^3ffiqgATioi Oi poemularüm dipperentialiüm ibrationalium 65 

unde elicitur 


J x m H- n - 1 g x (a _|_ l X nj 


£ 

V 


vx m (a-j r lx n ) r +1 niva /» £. 

(wv-[- Wju. + na/)&J æ ” ! "" *&»(<* + &»*)*' • 


COROLLARIUM 1 
112. Oum inde quoque sit 

fx m ~ x dx(a -|- ftaf)* = *'"(«;!- (>w + >¥ + M^ /V+»-i ^ / , * J? 

,J ma mva J x ax[a-f-ox) , 


loco m scribamus m — n et babebimus banc reductionem 


fx n '- n ~ l dx(a + hx"ÿ « * n ‘"’‘(«+&* n ) v ^ _ ( »»+«*?)& n t f 
J 1 (m—n) u (m-n\vâJ x ax \ a 


(m — n)va > 




COROLLARIUM 2 


11 H. Coueosso 
rurn fx m±n ' X dx(a - 
harum fonnularum 


orgo integrali jx m ~ l dx(a + bx n ) ’ etiam harum formula- 

u 

| ~ ha?)' similique modo ulterius progrediendo omnium 
, £ 

_ / 1 "" 1 dx(a -)- bx n ) r integralia exhiberi possunt. 


PROBLEMA 11 

114. Infcfjruiionem formulae jx”‘~ 1 dx(a ~\-bx n ÿ ad integrationem huius 

f * 

j x"‘ 1 dx(a + hx”) ' jparducere. 

SOLUTIO 

4'n 

Functionis a; w (u -|- l)X ,, ) r diiïerentiale hoc modo exhiberi potest 
(«t - (mv + ' ’* +nv ' ) “)x-‘ix(a + Wf + <»»H-«>>+ » V -‘fe(. + t <*•)’“, 


Lkoniiaiuji KuiiBjii Opéra omnia lu lnstitufciones calculi integralia 


9 
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unde concluditur 


,4+i 


x m (a b x 71 )' 

= — — - ~ fx m ~ 1 dx(a + bx n ) v -f- J‘x' n ~ 1 dx(a + &fl5”) v+1 , 

quocirca habebimus 


Jx v ‘~ 1 dx(a -f- * = 


~ , + 1 ^* m (a + lx n ) v 


+i 


+ 


n((i-\-v)a 


mv -f- «(fi -)- v) »-f« 


+ bx n )\ 


COEOLLARIUM 1 

115. Deinde ex eadem aequatione elicimus 


+ =3^/*-*** + 

scribamus iam fi — v loco //, ut nanciscamur hanc reductionem 


+ ^f*-‘ds(a +U)*. 


COEOLLARIUM 2 

116. Concesso ergo intégral! fi^dx(a + bxf etiam harum formula- 

rum fx m ~ 1 dx(a + bx n y 1 et ulterius progrediendo harum fx m ^ 1 dx(a + Jaf)’ : ** 
mtegralia exbiben possunt dénotante /? numerum integrum quemcunque. 


COEOLLARIUM 3 

117. His cuin praecedentibus coniunctis ad integrationem 

fi 

fx m ~ 1 dx(a + bx n ÿ 

omnia baec integralia 


revocari possunt, 
pendent. 


f**"- l dx{a + ttif>y tf 

quae ergo ornai» ab eadem functione teanscendente 
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SCHOLIOÏf 1 

iL 

118. Ex formae x m (a + bx n ) v differentiali ita disposito 


mxf n ~ 1 dx(a + bx n ) r -j- - ~bx m+n ~ l dx(a -f bx n ) v 


deducimus banc reductionem 


+ bafy' 1 - 

ac praeterea banc inversam pro m et /x scribendo m — n et 


i 7/ , 7 «vC- +1 Æ m-,! (a + lx n ) v n(n + v)l _l br n V 

jx m Hx(a + lx n y = v ( m - n jJ x dx[a+bx) . 


Hinc scilicet una operatione absolvitur reductio, cum superiores formulae 
duplicem reductionem exigant; ex quo sex reductiones sumus nacti onmino 
memorabiles, quas idcirco coniunctim conspectui exponamus. 


E 

I. Jx m+n ~ l dx(a-\- bx n ) r 


/< 

II. fx m ~"- 1 dx(a + bx n j v = 


vx m (a+bic n y + ^ _ mva — d , + h% J^ 

(fliv *+■ (wv + v))bJ 

x m -»(<t+bx»y+ 1 _ (mv±nÿb + &*»)* 

— w) a (fw — w ) va J 


m. far* dx(a + b x n ) r + 

Ü_l 

IY. fx m ~'dx(a + bx n y = 

fn, 

Y. fx m -'' n - 1 dx(a+bx n y~ 1 " 

Ü^.i 

YI. 


v x m (a+l^y +l , r x >»- l dx (a + &afV , 

-vx m (a + baf'y , mv± np r^-i dx(a+b x n Y, 
npa niia, J 

_ _ ** fo-'dx (a + b x n f, 

• n^b n{ioJ 

Æ’"-”(a + ^”)’ ,+1 fim-idœfa + baf) T . 

v(m — n) J 

9 * 
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SCHOLION 2 

119. Circa has reductiones primo observandum est formulam priorem 
algebraice esse integrabilem, si coefflciens posterioris evanescat. Ita fit 

- _ v(a + l>a?y 

w (ji “f' v) b 


pro I, si m = 0, Jx n ~ x clx(a-{-bx n y 


— m 

pro IL, si = fi m - n - 1 dx(a+lx ,, y 


“ 4*1 


- a:m ~ 7i ( a + üx n ) n ~ 
(m—nja ’ 


—m 

pro IV., si fur-' + 

V n d ' ma 

jU 

pro V. , si m — 0, /âf 1 = ^+ &af ) > . 

v ' npb 

J? eind ® etiam casus notari m erentur, quibus coefflciens postremae formulae 
it infimtus; tum enim reductio cessât et prier formula peculiare habet inté- 
grale seorsim evolvendum. 

In prima hoc erenit, si et formula fx-*-Hx{a + 

posito a + hx n = x n sT seu af = _ï_ qRU , 

z n -b aDlt m J~~jTZi — » cuius intégrale per 

cap ut primum definiri debet. 

In secunda evenit, si m = n, et formula f*£(a+bx*y posito a + lx n ^iï 

+ v — 1 J 

vz' T x dz 


seu x 


abit in fl 


b •* «(/-«) 

Interlia evenit, si et formula /*•-**(„ + 5a ,)? posito 

a + 5ar— afjr seu ™ 

n ,„. l7 *”-& in J TZj s eu posito £ = - 1 in 

ru_ _du « u u 

•J l~bu n ' 

In quarta evenit, si n = 0, et formula 

. . P ’ ioimuia J per se est rationalis. 

In quinta idem evenit, si /u = (). 


1) Editio princeps: abit in f- 




dz 


J* 


,m + 2vt — 1 


d W H" n 


~bu n 


(ni-\~n)b 


seu posito 0 = i ^ 

~4-i /V" 1 ** 

‘ && J a— ‘ 


Correxit L. S. 
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In sexta autem, si ni = n, et formula f~(a + bx n ) v +1 posito a -f- lx n = z v 

.... v Pz ,l + 3r ~ 1 dz 
abit m — / — — 
n «' z - 


z — a 


EXEMPLUM 1 


120. ïnvenire inteçjTale huius formulée J* pro numeris positivis ex- 


ponenti m datis. 

Hic ob a — 1, b = — 1, n — 2, p =— — 1, y = 2 prima reductio dat 

Ç £ü’" +1 d* _ — æ m ]/( 1 — xx) 

J Va —x ' 


+ 


m 


Ç x m ~ 1 dx 

•J l/fl — XX\ ’ 


Y( 1-xx) »» + l 1 » + l «/]/(! -a,*) ’ 

hinc, prout pro m sumantur numeri yel impures yel pares, obtinebimus: 
Pro numeris imparibus 


A 

J\ 


xxdx 
]/(l — xx) 
x^dx 
]/(l— xx) 

x^clx 

|/(1 — jkæ) 


I^(i-«,) + A/ V(i _ m) 


dx 
]/( l — xx) 
x*dx 


æ 6 ]/(l — »») + y r 


tfdx 


etc.; 


]/(!—*») 


pro numeris paribus 

C x a dx 1 n | 2 Ç xclx 

I -y = — — X Vil — XX) + -r- / -7- ", 

•J ■ )/ ( J — rca;) 3 3 ,/ y (\ — x x) 

f . xHx . 1 à 1/(1 - xx) + 4 f 

J ]/( 1 — süb) & 5 J 1 

/* 1 ov/i n 1 6 C °^ dx 

J ]/(l — xx) 7 7 ÿ(l — æ*) 


Y(l—xx)’ 
x 3 dx 
]/(I —xx)’ 


etc. 


Cum. nunc sit 


J\ 


dx 


|/(1 — xx) 


= Arc. sin. x et 


A 


xdx 


]/(l — xx) 


- 1/(1 


■ XX), 


habebimus sequentia integralia; 
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Pro ordine priore 


A 

A 


dx 




Arc. sin. x, 


xxdx 


= — L x V(l — ccx) + ~ Arc. sin. æ, 


Y( 1—xx) 

C /l s i II 

J Y(l~æ%) ' 4 2 ' 


1 • 3 

1 — xx) + Àrc - si 11 - 


A 


x 6 dx 


Y(l — xx) 


(■f*+ rl^+rrî ai ) v '( 1 -*•)+ rrl Arc - si " •• 




pro ordine posterioré 


A 


xdx 


= — V(l — xx), 


Y{ 1 — ææ) 

/ÿ&~ (l^+Dni-»). 

AvB^— 


A 


]/( 1 — ææ) 
x^dx 
]/( 1 — £#) 


(î^+r 


ææ), 

V , i*4-<v i 2,4 - e 

7 æ + 8^7® + ÂÂ7. 


ææ). 


COROLLARIUM 1 

121. In genere ergo pro formula ponamus brevitatis gratia 

i • 3 • 6 • • • (2 î i) i jr p a p e ] 3 | mus p oc intégrale 


2 • 4 ■ e s » 


r x u dx 

Jwrz 


Y{ l—xx) 




COROLLARIUM 2 


''a? i+1 dx 


§ TFT 7 T 7 : ( 24 + i ) == babebimus hoc intégrale 


122. Simili modo pro formula f~~r, si ponamus brevitatis ergo 
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A 


x 2{+1 dx 


]/( l—xx) 

jr-x(i+A# + g* + i£^ + .. 


l*3-5-(2»~l) 
2-4-6 2Ï 


oc 3i ^]/(l — xx), 


ut intégrale evanescat posito x = 0. 


EXEMPLUM 2 

123. Invenire intégrale formulae — — — casibus , quïbus pro m numeri 

y (1 X £t?) 

negativi assmmntur. 

Hic utendum est secunda reductione, quae dat 


r x m -Hx 

J Y(l—xx) 


X m ~ t Y( l—xx) 
m — 2 


+ 


m—1 r x m ~ 1 dx 
m — 2 J Y (l—xx)’ 


unde patet, si m — 1, foie 


r dx ]/(l — xx) _ 

J xxÿ( l—xx) x 


deinde, si m = 2, formula f facta substitutione 1 — xx — zz abit m 

_ dz J *l/(i - *») 

/ i -FF » CIl ' ua intégrale est 

_ 1 = _ 1 ^ 1 -l- ]/(l —x x) _ ^ 1-f- ~|/(1 — a;ag) 

2 1 — « 2 i — '(/(! — £»£») x 


unde duplicem seriem integrationum elicimus 


A 


dx 


æ]/( l — xx) 
r dx 

J æ 8 l/fl - 


/. 

/. 


æ 8 ]/(l-a;a!) 
da; 

a? 6 1/(1 — xx) 

dx 

Tÿÿ. ï-®*) 


, i + ]/(i — **) j i — ]/(i — gg) 

æ — * 

]/(l — ææ) . 1 r da; 

2*æ 2 J x Y(1 — xx) ’ 

y (l—xx) . 3^ Ç dx 

’ 4æ* + 4 »/ x 3 Y(l — xx)’ 

]/( 1 — æg) . _5 / * dx 

~~ 6 a; 6 6 J a?y(l — xx) 


? 


etc. 
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f: 

f 

I 


dx 


Y(l—xx) 


xxY(i—xx) 

a; 

' dx 


X i Y(l—%x) 

3 a: 3 

“ da 

y(i— xx) 

a: 6 y(l —a;*) 

5 a; 6 


etc. 


+if- 


* dx _ 

XXŸ(l~X%) 

dx 

l Ÿ(l — æx) 


Hinc erit ut in binis praeceâentibus corollariis 

r dx 

J v >{ - i - i y(i—xx) 

Jl 1-17(1 =OÙ -j(±+.J, + JL* + ...+ »■*•■■(« 1 - «1 ) y a 

x \xx 3^ ~ S-bx 6 ~ ' 3 • 5 ••• (2i — l)x u ) Y " 

r dji 

J x ti+3 Y( i—xx) 

_c_jr(I+ * + Jli. 

\x 2a; 3 1 2’ 4a; 6 ' ^ 2 • 4 •• • 2iæ 2i + V ' '■ i xæ )- ) 


XX), 


SCHOLION 1 

124. Hinc iam facile integralia fomralarum fx m ~ 1 dx( l — xxf tam pro 
omnibus muneris m quam pro imparibus t a assignari poterunt. Réductions 
autem nostrae generales ad hune casurn accommodatae sunt: 


I. f v m+1 dxC. 1 - xxY = , 

*' ^ ' m 4- a J- 9 "T 


il 


m r* .r:. 

m + T ))i4- ft q. 2 J X ^ æ (l æ*) 3 , 

. fx m ~ 3 dx(l — æa#= 1 . w+p ,, .f 

J { 1 5T=2 + H^J X l dx(l-xx)\ 


III. r^dxji - xxy +i =» , #»+2 r _ , , vï . 

J J “ '-p+a + mH4T+2j æ d ®(l — »«)*, 


m + j 


1) Editio princeps; / — 

t/ /y** 




‘]/(l — ææ) 


— O 


Oorrexit L, S. 
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IY . — l = 


■x m (i—xx ) 3 m + ii r m— i' , /h st 

a ” p ~Hl J® ix $ — ®«) » 


Y. 1 cZæ (1 — ææ ) 2 *= 


-æ m (l — *æ ) 3 m 


f 1 


'àxll — xx) 2 , 


vi. /*— dx(i -xxy- - ‘^_“ )T+ ‘ +^4-/»-‘to( 1 -» «) 


Posito enim ^ = — 1 quatuor posteriores dant 


/*" ‘ d3: ^ - *•) - rl! S+i W) + STÏ / 


x m ~ 1 dx 


r x m ~ i dx x m / ^ r 

•' ]/(l — æa;) s 1/(1 — ®») ‘ 

J* æ m |1 Æir 


■)/(l — æa?) ^ 
x m ~ l dx 
ÿ(l—xx)’ 


y(i—xxy ]/(i — xx) 


r x m ~ 1 dx 
J ]/(l — XX)’ 


f 'x m -Hx V(1 - 00 ) = 2 1 / ^— ^ + — — r /* 

J K ' m — 2 «t— 2 J |/(1 — æ ®) 


unde integration.es pro casibus fi = 1 et ,u = — 3 eliciuntur indeque porro 
reliqui. 


SCHOLION 2 


125. Pro aliis formulis irrationalibus magis complicatis vix régulas dare 
licet, qui lui s ad formam simpliciorem reduci queant; et quoties eiusmodi 
fonnulae occurrant, reductio, si quam admittunt, plerumque sponte se offert. 
Yeluti si formula fuerit huiusmodi f~i, sive n sit numerus integer sive 

fractus, semper ad aliam buius formae , quae utique simplicior aesti- 
matur, reduci potest. Cum enim sit 


posito Sq »>" y erit 


B QdB — nBdQ 
Q» " Q nTÎ 


B fPdx+ QdB-nBdQ 
y + Qn-J- g» + l 


Lhonhakdi Eulkiu Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 


10 
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Iam defini atur B ita, nt Pdæ + QdB — nBdQ per Q fiat divisibile, vel quia 
QdB iam factorem babet Q, ut fiat Pdx — nBd Q — QTdx, prodibitque 

B fdBpTdx 

y+ &~J q* 

s©u 

fPdx _ J_ ( 'dB + Tdx . 

J < 2 n+1 — Qr^'J Q n ’ 

at semper functionem P ita definire licet, ut Pdx nBdQ factorem Q ob- 
tineat; quod etsi in genere praestari nequit, tamen rem in exemplis tentando 
mox perspicietur negotium semper succedere. Assumo autem hic P et Q 
esse functiones intégras ac talis quoque semper pro B erui poter.it. Si forte 
eveniat, ut dB+Tdx = 0, formula proposita algebraicum habebit intégrale, 
quod hoc modo reperietur; contra autem haec forma ulterius reduci poterit 
in alias, ubi denominatoris exponens continuo unitate diminuât ur J ac si n 
sit numerus integer, negotium tandem reducitur ad huiusmodi formam 
quae sine dubio est simplicissima. Quamobrem cum in hoc capite vix 
quicquam amplius proferri possit ad integrationem formularum irrationalium 
iuvandam, methodum easdem integrationes per sériés infinitas perficiendi ex- 
ponamus. 


ADMTAMENTUM 

PROBLEMA 

Broposita formula dy — -|- Y(1 -f- xxjj n dx invenire eius intégrale. 

SOLUTIO 

Posito a: + 1/(1 + xx) - u fit * - et dx = imc i e formula 

nostra 

dy = ~^u n ~ i du(îiu + 1 ) 

ideoque eius intégrale 

u n + 1 u n ~~ 1 

y = 2^+1) + ^îy + ° 0üsi ’ . 

quod ergo semper est algebraicum, nisi sit vel n = 1 vel n — — 1 . 
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COROLLARIUM 1 
Patet etiam hanc formam latius patentem 

dy=(x + V(l + xx)) n Xdx 


hoc modo integrari posse, dummodo X fuerit functio rationalis ipsius x. 
Posito enim x = — w 2 ~- 1 - pro X prodit functio rationalis ipsius u, quae sit 


= U, hincque fit 


cl y = y Uu n 3 du(uu -|~ 1), 


quae formula vel est rationalis, si n sit numerus integer, vel ad rationali- 
tatem facile reducitur, si n sit numerus fractus. 


COROLLARIUM 2 

Cum sit V (1 + xx) - + Posito V(l + xx) = v etiam haec formula 

dy — (m —J— (1 H — xxj) Xdx 

integrabitur, si X fuerit functio rationalis quaecunque quantitatum x et v. 
Facto enim x — ww ~ 1 functio X abit in functionem rationalem ipsius u, 
qua posita = U habebitur ut ante 

dy = ~ Uu n -*du(uu + 1). 


BXEMPLUM 

l'roposita m formula dy - (<•» + feVa + *»)) (* + fi 1 + »$'*»■ 

nu-l fit 


Posito x 




dy 


_a(uu-l) + Huu±i) ' 1_ u n-t du / UVi _|_ i) 
2 u 2 


seu 


dy = u n ~ a du (a(u l — 1) + + 2 uu + 1)) , 

cuius intégrale est 

a + h „ 2 i JL m»- 2 + Oonst., 

2/ = '4(» + 2) + 2w 4 («- 2 ) 

quae est algebraica, nisi sit vel n = 2 vel w = — 2 vel etiam 



CAPUT III 


DE INTEGrRATIONE FORMULÂRUM DIFFERENTIALIUM 
PER SERIES INFINITÀS 


PROBLEMA 12 


126. Si X fuerit functio rationalis fracta ipsius x, formulas difforentialis 
dy = Xdx intégrale per seriem infinitam exhibere. 


SOLUTIO 

Cum X sit functio rationalis fracta, eius valor semper ita evolvi potost, 
ut fiat 

X = Ax m + JB% n+n + Cx m+ * n + Dæ m+8, ‘+ JEx m+ * n + etc., 

ubi coefficientes A, B, G etc. seriem recurrentem constituent ex denomina- 
tore fiactionis deteiminandam. Atultiplicentur ergo singuli termini p o j* dx 
et integientur, quo facto intégrale y per soquentem seriem exprimetur 

Bx m + n+1 (Ja-m+an+i 

y — 7ra+T + ^hT+ï + ST+2»+î + etc< + Const.; 

ubi si in sérié pro X occurrat buiusmodi terminus inde in intégrale in- 
gredietur terminus Mlx. ' 


SCHOLION 


127. Cum. intégrale fxdx, nisi sit algebraicum, per logarithmos et an- 
gulos expnmatur, bmc valores logarithmorum et angulorum per sériés infl- 
mas exbibe n possunt. Cuiusmodi sériés cum iam in Introductione 1 ) plures 


1) L. Euleri Introdudio in anakjsin infinitonm, t. I can. YI-VITT 
Opéra omnia , sériés I ; vol. 8. L, S. 


Léo n hardi Euleri 
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sint traditae, non. solum eaedem, sed etiam inflnitae aliae hic per integratio- 
nem erui possunt. Hoc exemplis déclarasse iuvabit, ubi potissimum eiusmodi 
formulas evolvemus, in quibus denominator est binomium; tum yero etiam 
casus aliquot denominator e trinomio vel multinomio praeditos contempla- 
bimur. Imprimis autem eiusmodi eligemus, quibus fractio in aliam, cuius 
denominator est binomius, transmutari potest. 


EXEMPLUM 1 

128. Formulant differentialem ~~ per seriem integrare. 

Sit y = (*■*?") erit y = l(a + *) + Const., unde integrali ita determinato, 
ut evanescat posito # «= 0, erit y = l(a x ) — l a - I am cum sit 


l = l 
a + x a 




x 8 , x* 
~cd ' df 


— etc., 


erit eadem loge intégrale definiendo 


x 

a 


2 a 2 


X' 1 

3 a 8 ' 


. a; 5 
4a 1 ' 5a 5 


etc., 


unde colligemus, uti quidem iam constat, 


7 / . \ J I x œ I x 

l(a -|- æ) — la -|- ~ 2 » + 


a 


3a s 4 a' 1 


4- etc. 


129. Si 
patebit esse 


COROLLARIUM 1 

capiamus x negativum, ut sit dy — j—, 


2 (a — ®) •=• 2 a 


æ 

a 


_?!_ ^ — etc. 

2a 3 3a 8 4a 4 


eodem modo 


hisque combinandis 




et 


l(aa — xx) = 2la aa 
,a + x 


2 a 4 


a. 

3Ô 8 


a: 8 
4 a 8 


etc. 


2- 


a — x 


!£ + !!Ç + ?*{ + £+ «te. 

a ^ 3a 8 ^ 5a s ^ 7a’ 
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COBOLLAKIUM 2 

130. Hae posterions sériés eruuntar per integrationen. formularum 
— — — — 2l<2*(r^ + -y + + etc ') 

« /K ff. \a Ct Cv ^ 


aa — xx 


et 

Est autem 


= 2cufa (4r + V - + ^ + etc< ) 

— ææ V»ff a a / 


%adx 
aa 


f ^E. = ifga — xx) — laa et f 
J aa—xx x u 


2 adx 
aa—xx a—x' 


■^a + x 


ita ut iam liis formulis per sériés integrandis supersedere possinms. 


EXEMPLUM 2 

131. Formulam differeniialem per seWem integrare. 

Sit dy = - “f* , , et cum sit y = Arc. tang. ® , idem angulus sérié 
infinita exprimetur. Quia enim habemus 


aa + ÆÆ 


JL 

a 


xx . xr 

n 9 * 


m* 8 
h a ÿ 


etc. , 


erit integrando 


y = Arc. tang. 


x 3 

3ft a 


5 a" 


x 1 
ii t 7 


b etc. 


EXEMPLUM 3 

132. Integralia harmn formularum --p , eif . æ f Æ , a per sériés exprimera. 

1 "r Æî 1 "p X 

Cum sit 



1 

1 

+ æ s 

— 1 — x s + X 6 - 

- æ* + æ 12 — etc. , 


erit 






Ç dx 

J l+x l 

I-* 

— 4-**+ 4-®*- 

4 1 7 

_ A 1 . 1 «H 

10* H 13* 

etc. 

et 






f xdx 

1 

0 le. 1 n 




J l + x s 

J 

% ~ — x -i ~ X 8 
0 0 

-n* U + â* M ~ 

- etc. 
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Verum per § 77 habemus per logarithmos et angulos 

f l + “ 8 l( l + x ) ~ 1 cos - 1 - l Y ( X - 2 æ cos - T + xx ) 
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+ -|sin.^- Arc. tang.- 


x sm. - 


1 — ii? cos. — 


j 


‘ xdx 
l + ®“ 


•^î(l + x) — |-C0S.Çl]/(l — 2æcos. y + *®) 


% 

0 0 ^ X sm. -r- 

■ A • A 3t il 3 

+ sm. ----- Arc. tang. : 

d “ 1— -æcos.- 


Àt est cos. 


% î 


cos. 


2# 


y ; sm. 3 


£ = £, sin. 2 ^, fit 


(• dx 

J 1-f-a' 8 ’ 

(' xdx 

J 1 -P x" 


\ l(L -|- x) - \ lY(l — as + m) + ~ Arc. tang. 


2— a? 


J - Ï(1 + sa) + — » + *») -1- -- Arc. tang. 


integralibus ut seriebus ita sumtis, ut evanescant posito 0 = 0. 


COBOLLABIUM 1 

188. His igitur seriebus additis prodit 


1 ‘i 1 


Are. tang. ® ^ -*+*•*» — - 4 æ 6 

subtracta autem posteriori a priori fit 


*‘+4* , +T*‘-^ : ''’-n a:1, + 6tc ' 


»j It? + + 

3 ]/( 1 — » + æœ) 2 4 5 7 8 


1 (1 + *)L_ — i Y1±Æ 

3 1 — * + xx 3 1 + * 8 


cuius valor etiam est 


mit TH PRIMA CAPUT III § 134-138 [91-92 
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COROLLARIÜM 2 

-| -æ 3 ), 

Jl + x* 3 { ^ J 


134. Oum sit 
erit eodem modo 


ii(l + *’) - }*■-?*'+ i**" is*” + etc " 

O 

qua Mile fflis adiecta omnes potestates ipeius a occupent. 

EXEMPLUM 4 

135. Intégrale hoc y V* " 

Oum sit 


_L_ = i _ + æ 8 - a? 18 + æ 16 - etc., 

l+æ 4 


erit 


l 9 l .,5 i * • 1 " ■ 1 " 1 


y = % + j x *~~ 5 * 


i ï’ + } *’ + n ~ A _ Th x “ + etC - 

r erum per § 82, ubi m-1 et B- 4, posito { - » Ht intégrale idem 

.. O 


a- sin G) . _ . , X sin. 3 a 

y = siu. co Arc. tang. : — + sm. 3 co Arc. tang. 

y & 1 — X COS. CO 


’ ï — Æ COS. 8(0 3 


bt ob -J = co=45° est sin.co = ^, 003.0,==-, siu.3co = ^, cos.Bco 
hinc] babebimus 


y = 4- Arc. tang. -y— 1- y- Arc. tang. -r~— — , 

y ]/2 1/2 — as ]/2 1/2 + a; y2 


EXEMPLUM 5 


' Arc.tang. 

O 


x ]/2 
1 — XX 


136. Intégrale hoc y P er 


seriem exprimer e. 


Cum sit 


1 +x { 


= 1 — x Q + — & 18 + x — etc. , 


ÿ — ® 


+' t *■ - t *’ • - ji * U + h *“ + A *” - et0 - 


— 1, 
y»' 


13 


17 


erit 


92—93] 


DE INTEGRATIONE PER SERIES INPINITÂS 


81 


At per § 82, ubi m = l, n = 6 et eu = -^ = 30°, est 

2 . . , a; sin. m . 2 . „ . , æsin. 3ra 

y = — sin. eu Arc. tang. b — sm. 3 eu Arc. tang. — — 

a 3 ^ 1 — x cos. en 1 3 ° 1 — æcos.3œ 

, 2 . _ . , x sin. 5 ta 

+ — sm. 5 eu Arc. tang. =— 

1 3 ° 1 — x cos. 5 03 

est vero sin. eu = cos. eu = ^ , sin. 3cu = 1, cos. 3co = 0, sin. Ôcu = \ 
cos. 5co = — ergo 

y = — Arc. tang. + - Arc. tang. + ^ Arc. tang. 

J 3 2-*]/3 3 3 2 +-a:]/3 

seu , . 

1 , x 2 . . 1 . , 3æ(l — xx) 

y - } Arc. tang. + j Arc. tang. a; = - Arc. tang. îr ^ i • 


137. Sit 


COROLLARIUM 1 


/ xxdx 

I + rs 6 


1 9 . 1 
«‘’+ïï* 


16 


21 


æ 31 + etc. ; 


at facto x 9 = ïf est 

2 = — = v Arc. tang. Arc. tang. x\ 

3 J 1 +WM 3 3 

Hinc sériés huiusmodi mixta formatur 

* + “-*•+ {**- V - f **- n *“ + s *” + ïs *“ + h* 

cuius sumnaa est 

| Arc. tang. + f Arc. tang. a; 3 . 


etc., 


COROLLARIUM 2 

138. Si hic capiatur — 1, binos angulos in unum colligendo fit 

„ s 1 1 , 3x — 4a; 8 + 4 æ 5 — x 1 

\ Arc. tang. - y Arc. tang. æ 8 = ¥ Arc. tang. ï 3 4fl . a . + 4aJ *_8^ ’ 

Leonhardi Euleiu Opéra onmia lit Inatitutiones calculi mtegralis 11 
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q-uae fractio per l — xx + xf dividendo reducitur ad quae est tangens 

tripli anguli x pro tangente habentis, ita ut sit 

j Arc. tang. = Arc. tang. ®, 

quod idem sériés inventa manifesto indicat. 


EXEMPLUM 6 


139. Hanc formulant dy 
Ob 

1 


«î — 1 _ 1 _ 


(ar~ 1 + 


)dx 


habebitur 


1+æ" 


1 -f- x n 

1 — $ n % 2n — + x in — etc 


per seriem integrare. 


X m a? 1 "™ X m + n gàn-m 


'!/=— + 
v /rw 1 


+ 


y,2îi + m 


+ A 

I Q 


r 3n — m 


m n — wi n + m 2n — m 2 w -j~ w 3 n — m 


etc. 


Haec ergo sériés per § 82 aggregatum aliquot arcuum circularium exprimât, 
quos ibi videre licet. 


1— x n 


COROLLARIUM 

(fjn - 1 „?i - m ~ IA ? 

140. Eodem [modo] proposita formula de—- 

_ 1 
1 

invenitur 


ob 


1 — x n 


1 + x n + x in + æ 8n + etc 


z = ■ 


+ 


r n 4- m 


rjçbn — vi qûn + m 

+ 


X 


8 « — m 


m n — m n + m 2n — m 2 n + tn 3 n — m 
cuius valor § 84 est exhibitus. 


+ etc., 


EXEMPLUM 7 

141. Hanc formulant dy = per seriem integrare. 

Primo intégrale est manifesto y = 1(1 -J- % -)- ccæ); ut autem in seriem con- 
vertatur, multiplicetur numerator et denominator per 1 — x, ut fiat 

jy = (1 +x — 2xx)dx 
J 1-æ 8 
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Cum nunc sit 


erit integrando 


1 — x s 


1 + æ 8 + 4- & 9 -j- a; 12 4* etc, , 


y _ * + ?! _ *£ + £ + * _ Vt + »! , * _ îï’ I 9te 

J ' 2 3 “ 4 ^ 5 6 T 7 + 8 9 + eTC * 


COROLLARIUM 1 

142, Eodem modo inveniri potest y — 1(1 x -{■ xx -f- a; 3 ) per seriem, Cum 
enim fiat y -{-1(1 — x) — 1(1 — æ 1 ), erit 

« i * 3 i i œ<t i * 5 i i æ 7 . æ 8 , æ 9 , a; 10 . , 

»-*+2 + S +T+5 + 6+7 + ï+9+îô+ ete - 


sive 


/yi2 /Jl8 0 /Ji5 ,<Y»6 /y.7 Q /y.8 /v>9 

H W I w ^ IA/ I tv* 1 U/ I tV Ü IV , uU | J 

-s+T-X+ 5 + 6 + 7— T + T + etc - 


COROLLARIUM 2 

143. Àt fractio -ii-?— per seriem recurrentem evoluta dat 

1 + x — 2xx -I- æ 8 + æ 4 — '2æ B + æ° + æ 7 — 2a; 8 + etc., 
unde per integra tionem eadem sériés obtinetur quae ante. 


EXEMPLUM 8 


144. Banc formulant dy = r _ 2a .^ g q : -- jper seriem integrare. 

Per § 64, ubi A = 1, J? = 0, a = 1 et Z> = 1, est huius formulae intégrale 


2/ 


= - — - Arc. tang. 
sm. t 


x sin. £ 
l-~#cos.£ 


Àt per seriem recurrentem. reperimus 

_ L_ = 1 4- 2 a; cos. t + (4 cos. ’Ç - 1)** + (8 cos. 'Ç 3 - 4 cos. 

1 — 2 x cos. £-\-%x K 

+ (16 cos. — 12 cos. Ç 2 + l)æ* + (32 cos. Ç 5 — 32 cos. g* + 6 cos. Ç)æ 5 + etc., 

il* 


M LIBBI PB10EIS P ABS PBIMA SEOTIO PRIMA 

qua sérié per dx multiplicata et integrata obtinetur quaesitum. Potestatibus 
autem ipsius cos.Ç in cosinus angulorum multiplorum conversis repenti» 

y = x + A xx (2 cos. £) + cos - 2 ^+ x ) + 1 C0S ' + 2 C0S ' ^ 

+ 1^(2 COS.4Ç+ 2 cos. 2Ç+ 1) + 1 **(2 «os- 5t+ 2 cos. 3? + 2 cos. Q + etc. 

5 


145. Si ponatur 


erit per § 63 A = l, B 


COROLLARIUM 1 

— î — 2æcos.g + æa:’ 


cos, 


Ç, fl = 1 et 6 = 1 ideoque 


æ sin. g 


g = — cos. £Z/(1 - 2æ cos. Ç + a?®) + sin. Ç Arc. tang. cos . g ’ 
at per seriem ob 


fit 


1 ~ a:cos -l— = l + 'as cos. Ç + æ 2 cos. 2£ + æ 8 cos. 3£ + ce 4 cos. 4Ç + etc. 

1 — 2æcos.g + a:a; 

« = æ + ^ C0Si C + 4 " * s cos. 2^ + y æ 4 cos. 3Ç + J æ 6 cos. 4'Ç + etc. 


146. At quia 


du ■■ 


erit 


COROLLARIUM 2 

dx(—x cos. g + cos. g 2 + sin. g 2 ) 
ï — 2æcos. g + ææ 


g = — cos. ^1/(1 — 2 ce cos. £ + *») + sin. £ 2 / 




2æcos. g + 


Hinc ergo pro 


y 


St 


dx 


■2* cos. g-f-æa; 

alia reperitur sériés infinita cnm logaritbmo connexa, scilicet 

cos. g 


y 


sin. g : 


ï V(1 — 2æcos. £+ xx) 


+ sïï^( æ .^T œflîC0S, £ + y^ C0S -2Ç + — æ 4 cos.3Ç -f- etc.) . 
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PROBLEMA 12 [a] 1 ) 

147. Formdcm differentialem irrationalem 

IL 

dy = x m ~ 1 dx(a + bx n ) v 
■ per seriem infinitam integrare. 


SOLÜTIO 

a 

Sit a v = c ; erit 

dy mm cx m ~Hx (l + 

ubi quidem assumimus c non esse quantitatem imaginariam. Cnm igitur sit 



£ 

V 


1 + 


x n _|_ P>(p — V) hl> g**, 
îv-a ^ la/*2 V'da ■ 


1 v • 2 v • 3 v • a 3 


& 3w + etc,, 


erit integranclo 


y = c 



lib # m+tt j 

Iv'd m-\~n ' lv2v*aa 


m + 2n^ lv'2v'3v-a 3 


+ 3 n 

OT + 3n 



quae sériés in infinitum excurrit, nisi sit numerns integer positivus. 

Sin autem casu, quo v numeras par, a fuerit quantitas negativa, expressio 
nostra ita est repraesentanda 

fi jU / n \ IL 

dy = OL ? n - l dx(bx n — a) v — l" x v dx(l — j x~ tt J v . 

Cum igitur sit 


0 



1 


lia 

lv-b 


-af n + 




11 


^Q-tOQ — 2y ) a3 r - S n 

lv-2v- 3v-b & 


■j - etc. , 


erit integrando 


y = 


. un 

( 

\mv + iin 


lia 

Xv'b 


vx m+i f ‘ J )n ~ , — v)tf _ 

mv -f (fi — v) n ' iv-2vb* 


vx 


i«i + 


(fi - 2 v) n 


mv + iji— 2 v)n 



Si a et b sint numeri positivi, utraque evolutione uti licet. 


1) In editàone principe falso numerus 12 iteratur. 


L. S. 
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148. Formulant dy 


dx 


|/(1 — iCOî) 


EXEMPLUM 1 

per seriem integrare. 


Primo ex supériorité patet esse s,- Arc. sin.*, gui ergo angulus etiam 
per seriem mfinitaan exprimetur. Cum enim sit 


erit 


1 -i I ^ } — or * 4 ~ . 8 — ■ x 6 + — Æ 8 + etc. , 

ÿtîTÏ ô 1+ T + *-* + 2.4. 6. 8 


1 x* 1 • 3 sfi, 1-3-5 . ÜL î 1 • 3 'JL :1 . — -f etc. 

2/ = a! + — -y +g7j- 5 -I" 2 . 4>6 7 ^ 2 • 4 • 6 • 8 9 


utroque valore ita definito, ut evanescat posito x = 0. 

COROLLARIUM 1 

149. Si ergo sit æ= 1, ob Arc. sin. 1 — f- erit 

î i JL _i_ 1-8 + V..— L 4 1 ’. 3 : .LL 4 etc. 

2 ^ ' 2 . 3 ^ 2-4*5' 2 • 4 • 6 • 7 ' 2 • 4 • 6 • 8 • 9 

Àt si ponatur æ = ~, ob Arc. sin. y — 30°== y erit 


JE 1 . 

~7T *" ' n I 


1-3 1-3-5 


, 1 • 3 • 5 • 7 . , 

+ ôTJTfiTâTo# . « + etc> ’ 


2 • 2* • 8 • 2 • 4 • 2 6 • 5 ' 2 • 4 • 6 • 2’ • 7 1 2.4.6.8.2 J -9 


cuius seriei decem termini additi dant 0,52359877, cuius sextuplum 3,14159262 
tantum in octava figura a veritate discrepat. 


COROLLAEIUM 2 

clx 


150. Proposita hac formula dy — 

dlf = — y; s = !ï = — ; -*j 

]/ (mm — w 4 ) 1/(1- me) 


|/(îc — œæ) 


posito a? = nu fit 


ergo 


y 


= 2 Arc, sin. u = 2 Arc. sin. V#; 
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tum vero per seriem erit 


sen 


2 [ u + -k • 


2 3 


1- 3 

2- 4 


M 6 , 1-3-5 
5 + 2-4-6 


y 


2 (l + 


æ, 1/3 xx . 1-3-5 
3 2 ■ 4 5 ■ 2 4 6 


4+ etc-) 

y + etc.) Va. 


EXEMPLUM 2 

151. Formulant dy = dxV(2ax — xx) per seriem integrare. 

Posito x<=uu fit dy = 2uuduV(2a — uu ); at per reductionem I (§ 118) est 
n = 2, 1, a = 2a, b = — l, ^==1, v = 2, unde 

ÇuuduV(2a — uu) = — ~ u(2a — uuf ~a J't duY(2a — uu), 


et per III sumendo m = 1, a = 2a, 1 = — 1, n — 2, /x = — 1, v = 2 fit 
Ç 'duV(2a — uu) = ~uV(2 a — uu) -f a J 
J du 


at est 


ideoque 


, = Arc. sin. — • 

]/(2 « — wm) ]/2 a 


Arc. sin. 


]/(2a — uu)’ 

]/x 


y 2t 


l/æ 

cnn -J. — — 


J uudu V(2a — uu) = — u(2 a — uu) 7, + ~ au Y (2 a uu) + ^ aa Arc. sin. ^ 

<* 

i 1. ~\f CC 

= A — a) Y (2a — uu) + — aa Arc. sin.^-- 


Ergo 


y = A (æ — a)V(2aaj — ææ) + aa Arc. 


sm. 


■j/æ 

■j/2a 


Pro sérié autem invenienda est 



dy<=dxY2ax (l 


2 a) 


1 

2 


x 1-1 xx_ 1-1-3 

2 a 2-4 4aa 2-4-6 
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hinccpie integrando 

2 i 1 2# l-l , _jj_ — lllli , - 

~3 X 2 5 -2a 2-4 l-iaa 2*4*6 9 

(X i V* i-i. _Jll LJJL_*L_ etc.) 2 ]/2aæ. 

2/ = Vj — y 5^a~2^'7*4ffla 2*4*6 9*8a 3 / 

C0R0LLARIUM 1 

152. Intégrale facilius inveniri potest ponendo x^a-v, unde fit 

dy = — dvV(aa — vv) 


■ seu 



et per reductionem III [§ 118] 

/ dv Y(aa -vv)=~vY(aa-vv)±~ aa fy^ a _ vv) ' 


âv 


bine 


seu 


y = G — Y v ’ÿ (aa — vv) — aa Arc. sin. - 

Æ Zi - 

G ——(a — x)Y(2ax — xx) — ^aaA.xc.si 


sin. 


a—x 


ut igitur fiat y = 0 posito Æ = 0, capi debet (7= J (ta Arc. sin. 1, ita ut sit 


= — — (a — x) Y{2a,x — xx) + j aa Arc. cos. 


a — x 
a 


Est vero 


a—x 


. . ]/x 1 1 

Arc, sin. — — Arc. cos 

y 2a 2 a 


COROLLARÏÏJM 2 

153. Si ponamus æ = y, fit y = ~ - 8 -*— + -f ~ ; sériés autem dat 


0 / 1 1 1*1 1 * 1*3 

y—Aaa\^~ 2*5* 2 8 2*4*7*2 6 2 • 4 • 6 • 9 • 2 7 

unde col! igitur 

31/3 „ fl 1 1*1 1*1*3 

71 2*5* 2 a 2 • 4 • 7 • 2 4 2*4*6*9*2® 



7 



100-101] 


DE INTEGRATION! PER SERIES INFINITAS 


89 


at per superiorem [§ 149] est 

jt == 3 (l + 2Ty7 2 2 + 2 . 4 . 5 . 2 * + 2 T 4 T 6 . 7 . 2 « L eijC> ) » 


ex quarum. combinatione plures aliae formari possunt. 


154. Formulam dy ■ 


dx 


EXEMPLUM 3 

per seriem integrare. 


■j/(i 4 xx) 

Intégrale est y = l (x +]/(l + ®®)) itasumtum, ut evanescat posito æ = 0. 
At ob 

l 


1 — + Y^ xi - 


1 ■ 3 • 5 „ 6 
2-4-6 


]/(l 4 xx) 

erit idem intégrale per seriem expressum 

1 x 9 , 1-3 æ 5 1 • 3 • 5 


x B -(- etc. 




2 g ' 2*4 5 2-4-6 7 


+ etc. 


155. '.Formulam dy 


dx 


*j/(ææ — 1 ) 


EXEM.PLUM 4 

per seriem integrare. 


Integratio dat y — l(x -\- V (xx — 1)), quod evanescit posito x 1. Iam ob 

1 =1-4- JL 4- L® 4. -- .-LL 4. etc. 

■)/(xx-ï) 2-4-62: 


erit idem intégrale 


1-3.5 


1 1-3 

y == (d-\-lsc 2 ~ 2 x* 2-4-40* _ 2 • 4 • 6 • 6 x 6 


etc. ; 


quod ut evanescat posito <r = l, constans ita definitur, ut fiat 

- - 5 - J) + rrï ( x - - à) + 5 ^ ( x - h) + ete - 


y — tx + „ n 1 J- — f ÔTT T V A æV 1 2 ■ 4 • 6 • 6 

Leonhardi Euleri Opéra omnia lu Iustitutiones calcul! integralis 
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COEOLLARÏÏJM 


156. Posito x = 1 + M ^ 


dy 


du 


du Z.. , u\ 
~~ 1/2m \ 2/ 


u\-i 


Y (2 u + uu) ]/2î 

du / i_ u , etc.V 

]/2wV 2 2 2-4 4 2-4-6 8 ) 

unde integrando habebitur 

1 + — — +etc.') 

y~ y%\? ^ 2 3-2^2-4 5-4 2-4-6 7-8 ~ J 

/ lu , 1 • 3OT 

y 2 • 3 ■ 2 2 ■ 4 * 5 * 4 2 • 4* 6 • 7 • 8 


seu 


i. 3w « + e tc.)]/2w. 




BXEMPLUM 5 

5 - jper seriem integrare. 


157. Formulant dy ■— ^ _ x y 
Per integrationem fit 

1 1 

^ (« — 1)(1 — aî)* -1 W— 1 

facto y = 0, si x = 0, seu 


(1 — ru )-” +1 — 1 

y L ; 

J 11 — 1 


Iam vero per seriem est 


dy -ix( 1 + »»+?A±B* , + "(”+ + etc. ), 


unde idem intégrale ita exprimetur 

wæ 2 n(n + l)x 3 n (n + 1) (w + 2) x i , 

2/ = as H ^ t 1 . 2 .8-+ ' 1-2-3-4 +etc - 

Hinc autem quoque manifesto fit 

(n-ïjy + l-ç-^p- 
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SCHOLION 

158. Haec autem cum sint nimis obvia, quam ut iis fusius inbaerere sit 
opus, aliam metliodum sériés eliciendi exponam magis absconditam, quae saepe 
in Ânaljsi eximium nsum afferre potest. 


PROBLEME 13 

159. Projposita formula differentiali 

£ 

dy = xf n ~ i dx(a + hx n ) v 

eius intégrale altéra methodo in seriem convertere. 


SOLUTIO 

& 

Ponatur y = (a + ba?) v z; erit 

dy = (a -|- b rfy {dzia bx n ) -\-~-bx n 1 zdo)'j , 

unde fit 

x m ~ l dx — dz(a + ha?) + ^■bx n ~ 1 zdx 
seu 

vx m ~'dx = vdz(a + bx H ) + nfibx n ~'zdx. 

Iam antequam seriem, qua valor ipsius z definiatur, investigemus, notandum 
est casu, quo x evanescit, fieri 

e_ t IL 

dy = a” x m ~ 1 dx = a v dz, 

ut sit dz = l x m ~ x dx. Statuamus ergo 

e = Ax m + JBx m+n + Gx m+ * n + Dx m+ * n + etc. 

§L = mAx m ~ l + (m + n)Bx m + n ~ l + (m + 2n)Cx m ^~ 1 + etc. 
dx 12 * 


eritque 


W g BBiOBIS FARS PRIMA SICTIO PBIMA 

Subatituantur lias sériés loco e et m aeqnatione 

v Jl (a + 6af) + - vaT" 1 = 0 

dx v 

singulisque terminis secundmn portâtes ipsius rr dispositis orietur ista aequatio 

mvaAx-' + (« + »)»aB«r*- , + (*» + 2»)*'«<W +, *' , + etc | 

jz -[- mvbA + + 

+ 

u nde singulis terminis nihilo aequalibus positis ooefflcientes Sctd per sequentes 
formulas definientur 


= 0 , 


ma 
(mv nn)b 


A, 


mvaA — v = 0, ^inc 

(nv -{- n)vaB -(- (w>v-\~ iifijbA = 0 , B 

(in 2 n)raC -(- (i m 4~ "4' nfi)bB = 0, C f = 

(w + Sn)vaD + ((w + 2rc> + np)bC = 0, 
sicque quilibet coefficiens facile ex praecedente reperitur. rum. veio eiit 


(m + n)va 

((m 4 ri) v ^ 

(w + 2w)va ’ 

_ ((«t + 2 «)y + Wft)i q 

(»i+3w)va 


« - (a + Z><T (^ m + J3af + * + OflT + *" + Dæ m+8n 


_L af.A N 


SOLUTIO 2 

Quemadmodum Mc seriem secundum potestates ipsius % ascendentem 
assumsimus, ita etiam descendentem constituere licet 

g = Ax m ~ n + Bx m ~ u + Cx m ~ Sn + Dx m ~ in + etc., 

ut sit 

*1 - (m _ n)^-"- 1 + (m - 2 n)Bx m ~ în - 1 + (m - 3 *) Caf- 8 ”"^ etc., 
quibus seriebus substitutis prodit 

(m—n)vbAx m ~ 1 +(m— n)vaAx m ~ n - 1 +(m-2n)vaBx m ~ 2n ~ 1 +(rn—3n)raCx m ~ s ’ , ~ 1 +ehc.\ 
+n[A)A +(m—2n)vbB +(m—3n)vbC +(m— 4 n)vbD 

— v + n/xbB + rifibO + n/xbD 


= 0 . 
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Hinc ergo sequenti modo litterae A, B, G etc. determinantur 


(m — ■ A -\- n /Ab A — v = 0, 


ergo A (jn_n)v + n[i b ’ 


( m n)vaA+(m-2n)vbB + ntibB-0, B - 

(m - 2 n)vaB + (m - Sn)rbO + nf j,bC-=0, C= 

(m - 8»>aa+ (» - + nfibj) = 0, D= + ^ f c > 

ubi iterum lex progression^ barum litterarum est manifesta. 


C0R0LLÀE1UM 1 

160. Prior sériés ideo est memorabilis, qnod casibus, quibus 

. , . . ww. 

(m A ' in ) r + nfi — 0 seu — — — — = 

abrumpitur atque ipsum intégrale algebraicum exhibet. Posterior vero abrum- 
pitur, quoties m — in = 0 seu ~ = i dénotante i numerum integrum posi- 

tivum. 

COROLLARIUM 2 

161. Utraque vero sériés etiam incommodo quodam laborat, quod non 
semper in usum vocari potest. Quando enim vel w 0 vol m 4- in 0, 
priori uti non licet, quando vero (m - iu)r + nfi = 0 seu ~ + £ - •, 113118 
posterioris tollitur, quia termini fièrent infiniti. 


COROLLARIÜM 3 

162. Hoc vero commode usu venit, ut, quoties altéra applicari neqmt, 
altéra certo in usum vocari possit, iis tantum casibus exceptis, quibns et 
__ ™ et — + ~ sunt numeri integri positivi. Quia autem tnm est v = 1, bi 
casus sunt rationales integri nihilque difficultatis habent. 
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C0E0LLAEHJM 4 

163 Possunt etiam ambae sériés simul pro g coniungi boc modo. Sit 
prier sériés -P, posterior vero -Q, ut capi posât tem t-P quam s-Q. 
Binis autem coniungendis eritj-sJ+M, dummodo sit « + /S-1. 


SCHOLION 

164. Inde autem, quod duas sériés pro » exhibemus, minime sequitur 
bas diras sériés inter se esse aequales; neqne enim necesse est, ut yalores 
ipsius y inde orti fiant aequales, dummodo quantitate constante a se mvicem 
différant. Ita si prior sériés inventa per P, posterior per (^mdicetur, quia 

ex ilia fit y = (a + btifP, ex hac vero y = (a + bx n ) v Q, ^certo ent 

(a + b yfV {P — Q) quantitas constans ideoque P — Q = G(a + bx n ) v . Utraque 
scilicet sériés tantum intégrale particulare praebet, quomarn nullam constantem 
involvit, quae non iam in formula differentiali contineatur. Intérim tamen 
eadem metbodo etiam valor completus pro g erui potest; praeter senem ennn 
assumtam P vel Q statui potest 

g = p + « + px n + r x * n + âxSn + 6xin + etc - 

ac substitution facta sériés P ut ante definitur; pro altéra vero nova sérié 
efficiendum est, ut sit 

nvapx"- 1 + 2nvayx 2n ~ 1 + 3 nyaâx 2 "' 1 + invaex in ~ iJ t etc.' 

-{-n/Liba + nvbfi +2 nvby +3 nvbâ =0, 

-f- n/ubft + n/uby -f- npbô 


unde ducuntm’ bae determinationes 


lib 


va 


(p+v)b 

2va 


P, # 


-{ti + 2v)b 
3 va 


■y, 


s = 


■(li + Bv)b 


4 va 


■ â etc. 


ita ut prodeat 


-r+°{ i-î 


a V'2v a* 


V'2V'?>v a 3 


— j— etc.^ 


v- 2 v 
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seu 

hincque 


0 = P+«( l+£af) ' 

£ £ 

y — P (a + 6æ’ ! ) 1 '+ aa’\ 


quod est intégrale completum, quia constans a mansit arbitraria. 


EXEMPLUM 1 

165. Formulant dy = -~- dx — hoc modo per seriem integrare. 

Oomparatione cum forma generali instituta fit a = 1, b = — 1, m = \, 
n = 2 , [a ==• 1, v — 2, unde posito 2 / = ,s]/(l — ææ) prima solutio 


praebet 


aL = 1, 


« = jdæ + Pæ 8 + CS®* H~ Dx 1 + etc. 

B-jA, 0-jB, D = ~C, B-jB etc., 


unde colligimus 


= (* ■ + 1 £ * 8 + ~ x* + frfrf + etc - 


1 — XX), 


quod intégrale evanescit posito ce == 0; est ergo y = Arc. sin. x. Altéra metho- 
dus hic frustra tentatur ob -- + ~ — 1* 


COROLLARIUM 1 

166. Posito a: == 1 videtur hinc fieri y = 0 ob V(1 — %%) = 0; at perpen- 
dendum est fieri hoc casu seriei infinitae summam infiuitam, ita ut nihil ob- 
stet, quominus sit y = y. Si ponamus æ = y, fit y = 30° — -J- ideoque 



2-4 


3 • 5 • 4 8 


r2 + 


2-4-6 
1T* 5 -7-4* 
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COROLLÀRIUM 2 

167. Simili modo proposita formula dy = repentur 


2 . . 2-4 5 2-4-6 

y^\ x — J X +3^5® 3-6-7 




r + etc.)l/(l + «®) 


estque 


y — l (x -j- V(1 + æx )) • 


EXEMPLUM 2 

168. Formula m , *«« »»'* t‘ r serim 

Est ergo m-0, «-2, /•- 1, — «-1 et 6 _ — 1; utendum igitur 

est altéra sérié sumendo 


fitque 


y s Ax~ a -j- Bx 4 + Cx~* -j- Dx 8 + etc. 

Y( l—xx) 


A — 1, B ^A, 


G=jB, X> = {0 etc. 


Hinc ergo colligimus 




2-4 
3 • 6a; 0 


+ 


2-4-6 

3ÜTTâ; ë 


-j- etc.jy(l xoc)' 


Àt integratio praebet 

, î — V(i— xx) 

y — l y 

j x 

qui valores conveniimt, quia uterque evanescit posito x = 1. 4 ) 

COROLLARIÜM 1 

169. Cum autem baec sériés non convergat, nisi capiatur x>l, boc 
autem casu formula V (1 — xx) fiat imaginaria, haec sériés nullius est usus. 


1) Cum posito x — 1 seriei summa infinita eyadat, pro hoc ipsius x valore productum seriei 
in *|/( 1 — xx) evanescere non sequitur; cf, § 166. L. S. 
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OOROLLARIUM 2 

170. Si proponatur dy = — — — , eadem pro y sériés emergit per V — 1 

« *i ■ i » i os y ~ ~ î j 

multiplicata eritque 


y 


\xx 3a: 1 


2-4 


~xx " r 3* 1 " 1 ” 3 • 5 £C C 3 -5 -7a: 8 


2-4-6 


j + GtC.'jY(xX — 1). 


Posito autem x 


— erit dy = 

w 1/(1 — MM) 


- et y = C — Arc. sin. u seu 


y ■= G — Arc. sin. —, 


nbi sumi oportet C=0, quia sériés ilia . evanescit posito æ = cv>, ita ut sit 
1 • 1 
y = — Arc. sin. — , quae cum superiori [§ 165] convenit statuendo — = u. 


171. Formulant dy 


dx 


ESEMPLUM 3 

hoc modo per seriem integrare. 


' 1 /(a+lx-') 

Est Mc m ==> 1, n — 4, p, — 1, v = 2 ideoque posito y = «/(a + 2>æ 4 ) prior 
resolutio dat 

« = Ax + Ra; 6 + Cæ 9 + Da; 13 + etc. 

existente 

A- 

ita ut sit 


1 0 = ^B, D==— etc., 

a' 5a ’ 9a 13a 


y 


x Ux* . 3 • 7 6 2 Æ 9 3-7-n&®æ 
+ 


^ + etc.) /(a + b A). 


6 aa 1 5 -9a 3 5-9-13a 4 

Hic autem quoque altéra resolutio locum babet ponendo 
g = Ha;" 3 + Rar 7 H- Car 11 + Dar 14 + etc. 


existente 


a-A, b 


unde colligitur 


C-~£b, B-^O et,, 


( 1 3(4 | 3-7aa jji 7 * 1 _l etc. ) ]/ (a + &a;' 1 ) , 

V 56 2 æ 7 ' 5 • g?) 3 * 11 5-9-136 x° / 


quarum serierum ilia evanescit posito x 0, haec vero posito x °° ■ 
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COROLLARIUM 1 

172. Differentia ergo barum duarum serierum est constans, scilicet 

, * 3 bx É . 3 -76V 3-7-116V 8 , 

+ ^ 5m + 5 • 9a a 5 • 9 ■ 1 3 a 4 T 

‘ . A + + etc 

P ix a 5 66£C 7 ^5-9 & 3 aJ xl 5-9-13& 4 a; 15 


]/(a + bx 4 ) = Const. x ) 


COROLLARIUM 2 

173. Has ergo binas sériés colligendo habebimus 

a + hx 4 3 a. s +&V s . 3-7 rtc ■ — 

“Æ 5 5* a 2 5V " l ” 5-9' a 3 ^ 11 ’ )/(a + 6a: 4 )’ 

ubi, quicunque valor ipsi a; tribuatur, pro (7 semper eadem quantitas obtinetur. 


COROLLARIUM 3 

174. Ita si a= 1 et & = 1, erit haec sériés in V(l + O ducta semper 
constans, scilicet 

n±*-*..i±£ + £l.î±£- etc V(1 + *■) - a 

\ ï 1 5 x 1 ' 5 • 9 a: 11 / ' ' 

Cum igitur posito & = 1 fiat 

Mi-i+rï-nra+-‘)**- 

huicque valori etiam ilia sériés, quicunque valor ipsi x tribuatur, est aequalis. 


COROLLARIUM 4 

175. Haec postrema sériés signis alternantibus procedens per differentias 
facile in aliam iisdem signis praeditam transformatur, unde eadem constans 

l) Sériés hae et sequente paragraphe oonsideratae non simul convergunt, nisi valor abso- 

lues ipsius x aequalis sit valori absoluto quantitatis j/y non evanescente L. S. 
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concluditur 


G- 


i , 1 ,1-3 , 1 • 3 ■ 5 , 1 ■ 3 • 5 • 7 . , \ ,/o 

+ t + r» + ïtfïü + rvïsrïï + ete ') V2 ‘ ■ 


quae sériés satis cito convergit, eritque proxime C-- 


13 


SCHOLION 

176. Ista meth.od.us in hoc consistit, ut sériés quaedam indefinita fin- 
gatur eiusque determinatio ex natura rei derivetur. Eius usus autem po- 
tissimum cernitur in aequationibus differentialibus resolvendis; verum etiam 
in praesenti instituto saepe utiliter adhibetur. Eiusdem quoque methodi ope 
quantitates transcendentes reciprocae, veluti exponentiales et sinus cosinusve 
angulorum, per sériés exprimuntur; quae etsi iam aliunde sint cognitae, 
tamen earum investigationem per integrationem exposuisse iuvabit, cum 
siinili modo alia praeclara erui queant. 


PROBLEMI 14 

177. Qîimtitatm exponentialem y = a x in seriem convertere. 


SOLUTIO 

Sumtis logarithmis habemus ly = ocla et differentiando 
— = dccla seu ~ = yla, 

y Ci X 

unde valorem ipsius y per seriem quaeri oportet. Cum autem intégrale 
completum latius pateat, notetur nostro casu posito a? — 0 fieii debere y 1, 
quare fingatur haec pro y sériés 

y = 1 _|_ Ax + B æ 2 + Gx % + Dx i + etc. , 

unde fit 

i£ == ^l4-25æ + 3C f a: a + 4Dæ 8 + etc., 
dx 

quibus substitutis in aequatione i| — yZa— i 0 ent 


A+ 2Bx -f- 3C'æ 8 +4Dæ 3 + 5.Ea> 4 + etc. 
— la — Ala — Bla — Cia Bla 


= 0 


13 * 
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liincque coefficientes ita determinantur 

A = la, B — -^Ala, C=>\Bla, JD^jOla etc. 
sicque consequimur 


* i , osl a . 
y — ® — 1 + — 4- 


x 3 (laf 
1 • 2 ' 


x\la)* 
1 • 2 • 3 


x i Q,a) i 
ï- 2 • 3 <4 


+ etc., 


qnae est ipsa sériés notissima in Introcluctione 1 ) data. 


SCHOLION 

178. Pro sinibus et cosinibns angulorum ad differentialia secundi gradus 
est descendendum, ex quibus deinceps sériés intégrale referens elici debet. 
Cum autem gemina integratio duplicem determinationem requirat, sériés ita 
est fingenda, nt duabus conditionibus ex natura rei petitis satisfaciat. Verum 
haec metliodus etiam ad alias investigationes extenditur, quae adeo in quan- 
titatibus algebraicis versantur, a cuiusmodi exemplo bic inclioemus. 


PEOBLEMA 15 

179. Hanc expressionem y = (x + Y(1 + xx)) n in seriem secundum poiestates 
ipsius x progredientem comertere. 


SOLUTIO 

Quia est ly = ni (x + Y(1 + xxj ) , erit 

dy_ ndx 

V ]/(l + a!a?)’ 

iam ad signum radicale tollendum sumantur quadrata; erit 


(1 + xx)dy* — nnyyda f. 

Aequatio snmto dx constante denuo differentietur, ut per 2 dy diviso prodeat 

ddy(l -j-xx) + œdœdy — nnydx^O, 

1) Introductio in amlytrn mfinUonm, t. I cap. Yü; yide etiam notam p. 76 


L. S. 
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unde y per seriem elici debet. Primo autem patet, si ait x — 0, fore y — 1 
ac, si as infinité parvum, 2/ = (1 + xf = 1 + wa;. Fingatur ergo talis sériés 

y — 1 + wa? + ^£c 2 + 5a; 3 + 5æ 4 + 5æ 5 + 5os 6 + etc., 
ex qua colligitnr 

% = » + + 45æ 3 + 55æ 4 + 6JSæ 5 + etc. 

et 

= 2 A + 65as + 12 Gxx + 20 Dx 3 + SOEx* + etc. 

Facta ergo substitntione adipiscimur 


2 A + 65a; + 12 C'a:;» + 20 Dx 3 + 305a; 4 + 42 Fx 5 + etc.] 
+ 2J. +65 +125 +205 

+ w + 2A +35 + 4(7 +55 
— — w 8 — An 2 — Bn 2 — (7m 3 — 5w 2 


hincque dérivante seqnentes determinationes 


^ = 5 


n(nn— 1) 


2*3 


rr -4 (mm— 4) _ 5(mm- 9) , 

0 +1“’ ^ 4+ 6tC -’ 


ita ut sit 

y — 1 + «œ + 


MW , , w(mM — 1) _J_ »w(ww — 4)^4 , w(ww — l) (»« — 9) 6 


1 '2 


æ 3 + 


. nf ’- ' v ^ ' v — — x* -4- 
1-2-3 ^ 1 • 2 > 3 * 4 + 


, nn(nn — 4)(wn — 16)^ , 
“*» ï • 2 • 3 • 4 . 5 • 6 ^ ”r 


1-2-3. 4-5 

w(wn— 1 )(nn~ 9 ){nn — 25) 




1-2-3-4-5-6-7 


■ & 7 + etc. 


COEOLLAEIUM 1 


180. Uti est «/=(# + ]/i (1 + æo?)) b , si statuamus # — ( — x + V(i + %%))”, 
pro z similis sériés prodit, in qua x tantum négative capitur; hinc ergo 
concluditur 


y + Z i , MM j , WW(WM — 4)^4 , mm (mm— 4)(mw— 16) 

— ssa 1 -J- — — — X -j- — — g — X ~] “ 2 g ^ g g 


x s + etc. 


et 


y~ z I »(ww— 1) „ , m(mm— 1)(mw— 9)^5 . m(wm — 1)(mm-9)(m«— 25) , , 

— =?*** + l . 2 • 3 35 ' 1.3.3“* + 1-2. 3. 4. 5. 6. 7 a5+GtC ' 
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üorollarïïjm: 2 

181. Si ponatur x = V- 1 • sin. cp, erit Y(1 + æx) - cos. cp hmcque 
y _ (cos. <p + V- 1 • sin. ?)" - sos- + V - 1 • ™-»S» 

“ S _ (cos. <p-V - 1 • sin. y)’ - cos. «y — V— 1 ■ sin.*?, 

unde deducimus 

- nn . , . nn(nn-i) . * _ «^^«-16) ^ , t 

COB.»çp = l— jTjSin. cp + 17 ^ 7374 “ S1D - V 1 • 2 ■ 3 • 4 • 6 • 6 y ^ 

»(»» - 1) • . , w(n »-l)(nw-9) . 5 

sin.wy = iîsm.<jp — -j-TâTs - sm * ^ + 1 . 2 . 3 • 4 • 5 sm '^ 

»(»w-l)(»w-9)(w«- _25) gin _ . , 0tc< 

1 . 5> . 3 • 4. • fi • 6 • 7 7 


COROLLARIUM 3 

182. Hae sériés ad multiplicationem angulorum pertinent atque hoc 
habent singulare, qaod prior tantum casibus, quibus n est numerus par, 
posterior vero, quibus est numerus irnpar, abrumpatur. 


PROBLEMA 16 

183. Proposito cmgulo cp tara eius sinum quam cosinim per seriem infini- 
tain exprimerez 

SOLUTIO 

Sit y = sin. cp et s = cos. cp ; erit 

dy = dcpV(l — y y) et ds = — dcpY(l — zz). 

Sumantur quadrata 

dy a =dcp s ( 1 — yy) et dg 2 <=dg) 2 (l — zz)\ 
differentietur sumto dcp constante fletque 

ddy = — ydcp 2 et ddz = — zdcp 1 
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sicque y et z ex eadem aequatione definiri oportet. Sed pro y = sin. y ob- 
servandum est, si cp evanescat, fieri 2 /=y, pro £ = cos.y, si cp evanescat, fieri 
z = 1 — y <p (p seu z = 1 — J- Oy . Fingatur ergo 

2/ = y + -4y 3 Bcp* Cp 1 -f- etc., 

» = 1 + ay 2 + /3y 4 -]- j/y 6 + etc. 

fietque substitutione facta 


et 

unde colligimus 


2 • 3 Acp + 4 • 5JBcp s + 6-7 C<p & -\- etc. 
+ 1 + A + B 

1 • 2a 3 • 4/3 y 3 -f" 5 * 6j/y 4 -f- etc.] 
-f* 1 + a -j - /î J 


= 0 

= 0 , 


- 1 

B 

-A 

(7 — 

-B 

T) — 

-c 

2 - 3 ’ 

~ 4 - 5 ’ 


6 - 7 ’ 

jj — 

8 • 9 

- 1 

P 

— a 



A __ 

~r 

1-2’ 

““ 3^4’ 

Y 

5 • 6 ’ 

0 — 

7-8 


unde sériés iam notissimae obtinentur 


etc., 

etc., 


sk ^~7 -îirâ + rTTTrs 

i y 2 , y 4 

COS. (p — 1 — 1>2 + * . 2 . 3 . 4 




1 - 2 --7 

„6 


y 


1 • 2 • • • 6 


+ etc. , 


-f- etc. 


SOHOLION 

184. Non opus erat ad differentialia secundi gradua descendere, sed es 
'formularum y — sin. cp et z = cos. y differentialibus, quae suut dy — zdcp et 
dz — — y d (p , eaedem sériés facile reperiuntur. Fictis enim seriebus ut ante 


y = y _|_ Acp s + J3y 6 + C'y 7 + etc. et ^ = 1 + a( p 2 + fiy 4, 4" J /( iP 6 + etc. 
substitutione facta obtinebitur es priore 


1 + 3 Acp 2 + 5 Î3y 4 + 7 Cy 6 + etc. 
— 1— a — (3 — y 


= 0 , 
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ex posteriore 


2 a(p + i(3(j 9 3 + 6j/ÿ 6 + etc. 
-y\. -A. B 


0, 


unde colliguntur hae determinationes 









ideoque 



P = + 2.3.4' ’ 
S== + 8. 8. 4-5’ 



1 

etc.. 

y = — 

2 • 3 • 4 ■ 5 • 6 

c= — 

1 

etc. 

2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 


qui valores cum praecedentibus conveniunt. Hinc intelligitur, qu.om.odo saepe 
duae aequationes simul facilius per sériés evolvuntur, quam si alteram se- 
orsim tractare velimus. 


PROBLEMA 17 

185. J?6T sGTiôM exprimere voIotoïi yuaiîtitcotis y , yui sdtisfücidt huic dCQuatiofii 

mdy ndx 

y (a + hyy) Y(f+gxx ) 

SOLUTIO 

Integratio huius aequationis suppeditat 

y h 1 {V(a + byy) + y Ÿb)=^l (V(f + gxx) + xVg) + G, 
unde deducimus 

nYb «]/& 


1 

rY(f+9%x) + %V{/\ 

mVg 

1 j 

{Y(f+gxx)~-xyg\ 

2 yt 1 

{ h J 

' ayV 

{ h ) 


constantes h et k ita capiendo, ut sit îik = f. Hinc discimus, si x sumatur 
evanescens, fore 
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soit 



vel posito y = A + Bx erit 

jg n]/ (AAI + a) 

m~\/f 

ita ut constans B definiatur ex constante 


et vicissim 


A = 


n Ÿb 

i ({Vh mVg 

2 ]/& \ \ÿh) 


a 




A Vb + y (a + b AA) 


nYb 
l/7 m Y g 

atque = - A Vb + V(a + b AA). 


Nunc ad seriem inveniendam aequatio proposita sumtis quadratis 

mm(f + gxx)dy 2 = nn(a + byy)dx 3 

denuo differentietur capto dx constante, ut facta divisione per 2 dy prodeat 
mmddy(f + gxx ) + mmgxdxcly — nnbydx 2 = 0. 

Iam pro y fingatur sériés 

y'= A + Bx 4 - Gx 2 4- Bx 3 4 - Ex 4, 4 - Fx 5 4 - etc., 


qua substituta habebitur 


2mm f Ü QmmfDx 12mm f Ex 2 + 20 mmfFx 3 etc.- 

4- 2mm g C + QmmgD 
4 - mmgB 4" 2 mmgC 4“ 3 mmgD 
— nnbA — nribB — nnbC — nnbD . 

Leonhabdi Edliübi Opora omnia In Institütiones calouli integralis 
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Cum ergo A et B dentur, reliquae litterae ita determinantur 


nnb j 
2 mmf ’ 


nn b — m m g j> -p nnb — immg ç 
2 -2>mmf ’ 3 • immf 

„ nnb - 2mmg n r _ nnb — lbmmg p 
V ’ 5 • 6 mmf ’ 

^ nnb — 25 mm g -p, j nnb — B&mmg ^ 

M “ 6 ■ 7 mmf ’ 7-8 mmf 


sicque sériés pro y erit cognita. 


EXEMPLUM 1 

186. Functionem transcendentem c K ' ca,> ^ x per seriern secundum potestates ipsius 
x progredienteni exprmere. 

Ponatur 7 / = ^“*; erit p/ = Zc-Arc. sin.æ et y — ÿQ- xx) » Mnc 

dy\ 1 — xx) = yydx\lef 

et differentiando 

ddy( 1 — ïcæ) — xdxdy — ydx*(lcf = 0. 

Observetur iam posito æ evanescente fore f/ = c 3, == 1 -p æZc; bine fingatur 
sériés 

y = 1 -f xlc + J.æ 2 + Bx 3 + (V + Dx* + etc., 
qua substituta babebitnr 

1 • 2A + 2 • 3-Bæ + 3 • 4Cæ 2 + 4 • 5Dæ 8 + 5 • 6ÆJæ 4 + etc. 

— 1 • 2 A -2-3B — 3-4(7 
— Zc — 2J. — 3J5 — 4(7 

— (Zc) 2 — (le) 3 — A(lcf - B(lcf — Gilcf 

unde reliqui coefficientes ita definiuntnr 


A - W 

- /1 — i .2 » 

4P(Zc) 2 . 

3-4 

jg- Siffle 

5 • b 

etc., 

x> (l + (Zc) 2 )Zc 
^ “ 2-3 ’ 

" 4.5 

77 25 + (Zc) 2 

6-7 

etc. 
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Sit brevitatis gratia le = y eritque 


çAro, ain, x 


- a) fçk -L AlAl\ /lf A _L_ AIAt\ /l fi _L AtA t\ 


y(l +yy )(9 + yy) 

r 1 . Q . £ . . K 


EXEMPLUM 2 

187. JPosito x = sin. cp invenire seriem secundwm potestates ipsius x progre- 
dientem, quae sinvm anguli n<p exprimât. 

Ponatur y — sin. n<p ac notetur evanescente (p fieri x = <p et y = n<p = nx, 
boc est y = 0 + wæ, quod est seriei quaesitae initram. Nunc autem est 


d(p = 


dx 


Ergo 


Y(l^-xx) 

à y 


et ndcp 


ndx 


dy 


l/(i -y y) 


et sumtis quadratis 
bine 


Ÿ 0 - -y y) 1/(1 -œœ) 

(1 — xx)chf = nnclx 2 ( 1 — yj/), 

<M 7/(1 — Ææ) — xdxcly + nnydx 2 = 0. 

Quare fingatur haec sériés 

2 / = n* + 4æ 8 + Bx h + Ctf + -Dæ 9 + etc. ; 

qua substituta habebitur 

2 • 3^L£C + 4 • 5 Bx» + 6 • 7 Cæ 5 + 8 • 9Da; 7 + etc. 

— 2-3J. —4-65 -6-7(7 
— « — 3 J. — ÔB - 7(7 
+ w 8 + wnA + «wJS + nnC 


0, ' 


unde bae détermination es colliguntur 

— w( wn — 1) -(nn-9)_^ ^ etc., 

-A 2*3 * 4 » R J 6*7 


6*7 


14 * 
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ita ut sit 


n (nn — 1) , w(nw — !)(»» — 9) w(ww — j Oj^L — æ 7 -f- etc. 

“ 1 • 2 • 3 ~ ^ 


y — nx % 1 . 9 . a æ ~t ~ 1 ■ 2 • 3 • 4~~ 6 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 


sive 


sm. nq> = n sin. cp 


n (nn- 1 ) • » , n(nn-l)(nn-J) ^ 5 _ etc . 

1 . 2 ■ 3~ 9 ^ 1 • 2 • 3 • 4 • 5 T 


SCHOLKW 


188. Quia haec sériés tantum casibus, quibus n est minier us împar, ab- 
rumpitur, pro paribus notandum est seriem commode exprimi posse per pio- 
ductum ex sin. cp in aliam seriem secundum cosinus ipsius cp potestates pro- 
gredientem. Ad quam inveniendam ponamus cos. (p — u sitque 


unde ob 


erit differentiando 


sin. ncp = z sin. cp = zY(l — uu), 

du 


dtp = 


]/(l — uu) 


seu 


- ndumj.ny = ^ _ s $*dn 

Y(l— uu) v 1 1/(1— uu) 


— nducos.ntp — dz(l — uu) — zudu, 


quae sumto du constante denuo differentiata dat 


n ' M sin : My = ddz( 1 -uu)- 3 ududz - zdiï 3 nnzdu 3 

!/(!-«{«) v ' 


Quocirca sériés quaesita pro z = ein ex hac aequatione erui debet 

ddz(l — uu) — 2>ududz — zdu 2 + nnzdu 2 = 0, 

ubi notandum est, quia «=cos. cp, evanescente u, quo casu fit cp = 90°, fore 
vel 0 = 0, si n numerus par, vel z = 1, si m = 4« + l, vel z = — 1, si 
n — 4a — 1. Qui singuli casus seorsim sunt evolvendi; et quo principium 
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cniusque seriei pateat, sit <p = 90° - w et evanescente eu fit u = cos. y 
sin. cp — 1, sin. = sin. (90° • n — nco) — 0 . Nunc pro casibns singulis 

I. si « = 4a, fit # = — sin. nco — — nu 

IL si w = 4a + 1, fit 0 = cos. nco = 1 

III. • si n => 4a — j— 2 , fit Z = sin. %co = -j- 

IY. si»==4a-(-3, fit 0 = — cos.nco = — 1, 

unde sériés iam satis notae deducuntur. 


= œ, 



CAPUT IV 


DE INTEGIRÀTIONE EORMULARUM 
LOGrARITHMICARUM ET EXPONENTIALIUM 

PROBLEMA 18 

189. Si X designet fmctionem algébraicam ipsius x, invenire intégrale formulae 
Xdxlx. 


SOLUTIO 

Quaeratur intégrale f Xdx, quod sit = Z, et cum quantitatis Zlx differen- 
tiale sit dZlx-\-~, erit 

Zlx — JdZlx + f Z -~ x - 

ideoque 

fdZlx =/ Xdxlx — Zlx 

Sicque integratio formulae propositae reducta est ad integrationem kuius 
, quae, si Z fuerit functio algebraica ipsius x, non amplius logarithmum 
involvit ideoque per praecedentes régulas tractari poterit. Sin autem fXdx 
algebraice exbiberi nequeat, bine nibil subsidii nascitur expedietque indica- 
tione integraüs C Xdxlx acquiescere eiusque valorem per approximationem 
investigare. 

Msi forte sit X = — , quo casu manifesto dat 
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OOROLLARIUM 1 

190. Eodem modo, si dénotante F functionem quamcunque ipsius x 
proposita sit formula XdxlV, erit existente f Xclx = Z eius intégrale 
— ZIV — sicque ad formulant algebraicam reducitur, si modo Z alge- 
braice detur. 

COROLLARIUM 2 

191. Pro casu singulari ~^lx notare licet, si posito lx = u fuerit U 
functio quaecunque algebraica ipsius u, integrationem buius formulae non 
fore difficilem, quia ob ~ = du abit in Udu, cuius integratio ad praecedentia 
capita refertur. 

SCHOLION 

192. Haec reductio innititur isti fundamento, quod, cum sit 

d. xy = ydx + xdy, 

hinc yicissim fiat xy = Jydx + fxdy ideoque 

Jydx = xy —Jxdy, 

ita ut boc modo in genere integratio formulae ydx ad integrationem formulae 
xdy reducatur. Quodsi ergo proposita quacunque formula Vdæ functio F 
in duos factores, puta F = PQ, resolvi queat, ita ut intégrale C Pdx = 3 as- 
signari queat, ob Pdx = dS erit Vdx = PQdx = QdS bincque 

fVdx=QS—f SdQ. 

Huiusmodi reductio insignem usum affert, cum formula J SdQ simplicior 
fuerit quam proposita Ç Vdx eaque insuper simili modo ad simpliciorem re- 
duci queat. Interdum etiam commode evenit, ut hac metbodo tandem ad 
formulam propositae similem perveniatur, quo casu integratio pariter obti- 
netur. Veluti si ulteriori reductione inveniremus J SdQ = T + nfVdx, foret 
utique J“ Vdx = QS — T — n J" Vdx bincque 
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Tum igitur talis reductio insignem praestat usum, cum vel ad formulam 
simpliciorem vel ad eandem perducit. Atque ex hoc principio praecipuos 
casus, quibus formula JLdoclx vel integratiouem admittit vel pex seriem 
commode exhiberi potest, evolvamus. 


EXEMPLUM 1 

193. Formulas differentialis x n dxlx intégrale invenire dénotante n numerum 
quemcmque, 

Cum sit J‘x n dx~ — x-ja; B+1 , erit 




Ix 


ideoque 


n - (-1 


x n+1 lx ■ 


n + 1 


fx*dx = —^—x n+ Hx 
J n + 1 


fx'àxix - ■ 


(n + l) J 


x 




Sicque haec formula absolute est integrabilis. 


COEOLLAEIUM 1 


194. Casus simpliciores, quibus n 
negativus, tenuisse iuvabit 

f dxlx = xlx — x, 

J ’ xdxlx =jxxlx — -r xx > 

r xndxlx — ~ x*lx — ^-x s , 

r xndxlx = 4- x i lx — A# 4 , 
J 4 16 ’ 


est numerus iuteger sive positivus sive 


/A* te- 

— Ix — 

1 

— 

J XX 

X 

X 

CiEi x - 

1 Inf 

1 

J x* iX ~ 

2xx ÙX 

4 xx 

[%lx- 

— Ix 

1 

1 n J 

J æ* 

3æ 3 

9æ 3 

r*i 9mm 

^ ! rf _ 

1 

J x à 

. 7 vJü 

4 a; 4 

16a; 4 ' 


COEOLLAEIUM 2 

195. Casum == y (7a?) 2 , c l u ï est omniuo singularis, iam supra anno- 

tavimus, sequitur vero etiam ex reductioue ad eaudem formulam. Namque 
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per superiorem reductionem habemus 

= lx-lx — J'ix-d.lx = (Ix) 2 — J'^^ x 
bincque 2 'J^rlx = (Ix) 2 , consequenter 

/t'-ïW 


EXEMPLUM 2 

196. Formulât - Ix intégrale per seriem exprimere. 

1 X 

Keductione ante adhibita parum lucramur; prodit enim 


Cum autem sit 

erit 

ideoque 


Cül-u, -iJ— ix - 

J 1—x 1—x J x 1 — x 

1 + -|a) 5 + ~ + etc., 

/x ' Th = x + i x ' + ^ + r^ + h,^ + 6tc - 






quod intégrale evanescit casu x — 0; etsi enim Ix tum in infinitum abit, 
tamen l = x + y x 2 + {a: 8 etc. ita evanescit, ut, etiam si per Ix nml- 
tiplicetur, in nihilum abeat; est enim in genere x n lx = 0 posito x =■ 0 , dum n 
numerus positivus. 

COROLLARIUM 1 
197. Si ponamus 1 — x = u, fit 


JA ix - - - i(i - «) - - 1 J- 

1 — - # w ^ ^ et 1 — w 


ideoque 


/ T^x lx = C'+“ + -j- “ 2 + ^ + etc -î 

Leonhardi Eulert Opéra omnia lu Inetitutiones calculi integralis 
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quae ut etiam casu æ = 0 seuM = l evanescat, capi débet 


C= 





COROLLARIUM 2 

198. Sumto ergo 1 -rx = u seu æ + tf — 1 aequales erunt inter se hae 
expressiones 

— lx • lu — x — — j x* — i æ 4 — etc. 

- - -J- 7i 3 + u + ju 2 + |w 3 + — w 4 + etc. 

seu erit 

ti* — Ix • lu = x .+ u -f- ^ (x* + u*) + (æ 3 + u s ) -f- jg (æ 4 + “ 4 ) + etc. 

COROLLARIUM 3 

199. Haec sériés maxime convergit ponendo x = u = y; hoc ergo casu 
habebimus 

— n s — ( 12 )* = 1-+ — -f- — + g >16 + 16 . 25 + 32 . 36 e ^ C ‘ 

Htiius ergo seriei 

* + i æ2 + + h* + h/ + etc ‘ 

summa habetur non solum casu $ = 1, quo est =-£, sed etiam casu x — y, 
quo est =^ 7 i 2 — y(Z2) 2 . 


COROLLARIUM 4 
1 2 « 

200. Si ponamus x — y et u = y, erit huius seriei 

1 | 5 1 9 , 17 33 65 

1 + 3 2 - 4 ' 3 8> 9 ' 3*16 + 3 6> 25 + 3 e -36 + 
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cuius terminus generalis = summa = yJt 2 — ^ , neque vero hinc 

seriei 

^ + |^ + | æ 8 + ^æ 4 + et c . 

binos casus æ = y et æ== Y seorsim summare licet. 


EXEMPLÜM 3 


201. Formulae — . - , fcc intégrale invenire idemque in seriem convertere. 

(1 X) 

Cum sit — rb » erit 

dx 


at ob 


(l-x) 

1 - _ L + fit 

£c(i— x) x 'l — x 

S,* 


f(£i? l *-îhi lx -fïé=ï)’ 


x(l — x) 


= l x -4- l 1 

' 1 — X 


unde colligimus intégrale 


fl 




(l-x) 


l — x 


l — x l—x l — x 


ita sumtum, ut evanescat posito & = 0. 

Iam pro sérié commodissime inyenienda statuatur 1 — x = u et nostra 
formula fit 


— du 1/H \ 

= 1(1 — u) 

U u ' / 


du 


uu 1 


i — d » (« + U' + W + V + l* s + etc -)- 

— uuu\ 2 o 4 o y 


Quocirca integrando nanciscimur 

f dx l n , x , JL + lü + -^- + ^- + etc.; 

J (i—àïf LX ~~ 0 n 6 M + i . 2 ^ 2-3 ^ 3 • 4 ~ 4 ■ 5 ' 

quae expressio ut etiam evanescat facto æ = 0 seu u = 1, oportet sit 

ç = i i- — etc. = — 1. 

° 1-2 2-3 3-4 4 • 5 


15 * 
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Quare ob x = 1 — u obtinebimus 


JL + i^- 4 - — + 7^7 + etc. — 1 — lu + 
1-2 ' 2-3 ~ 3-4 ~ 4-5 

(l-«)f(l — «) 

1 H « 


(1 — m)Z(I--m) 
w 


“b l/U 


202. Simili modo si rfy = 


COROLLÀRIUM 1 
7 1 , erit 


«]/w 1 — w 


r 


? 


- 1 — + f- 

1-uJ C 


2 ï2w 


at posito u = xx fit 


Ergo 


/; 


"|/m ” 1 — u ' J (l — u)Yu 

2 du 4 f — M 2? ^^^ 

J 1 — xx 1—x 


(1 — 


07 1+]/m 2 j 1 

y == 2 1 S r- t; 

i-]/w y« *— « 


Àt quia per seriem 

rfy = —r ( u + + -q' m8 + -^ 4 + etc.), 

«y« \ d 4 ' 

erit etiam 


y = 2y» + 2~3 + ïïTR^y^ jtÿ W# V** e ^ c ‘ 


3-5 

COROLLARIUM 2 

|/l£ 


4-7 


203. Si ergo multiplicemus per adipiscimur 

, WW , w 8 . w 4 , W 5 . , t/ 7 1 + V w t 7 /i \ 

« + F3 + r. + r? + r» + 6tc - - y*'*:—!? + K 1 -«). 

quae summa est etiam 


i-y* 


= (i + yu)ï(i + Vu) + (i - y*)i( i - y«). 

Quare sumto » = 1 ob (1 — y«)Z(l — y«) — 0 erit 

14._Lq. J__l _J _ 4. etc. = 2Z2. 

~ 2-3 ~ 3- 5 ~ 4-7 “ 5-9 “ 6-11 ~ 


[127 
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PROBLEMA 19 

204. Si P denotet fundionem ipsius x, invenire intégrale huius formulae 
dy = dP(lx) n . 


SOLUTIO 


Per reductionem supra monstratam fit 

y « P(lxf -f. Pd. (lx) n = P(lxY - n 
Hinc, si sit = Q, ©rit simili modo 

Q(lx)-'-(n - 1 ) 

Quo modo si ulterius progredimnr haecque integralia capere liceat 

s*?-* /“-* /*£-**• - 

obtinebimus intégrale quaesitum 

fdP(lx) n ^P(lx) n — nQ(lx) n ~ 1 + n(n—l)B(lx) n - 5 —n(n—l) (n— 2 )S(lx) n - i + etc. l 

ac si exponens n fuerit numerus integer positiyus, intégrale forma flnita 
exprimetur. 


EXEMPLUM 1 

205. Formulae Fdx{lxf intégrale assignare. 


Q 


unde colligimus 


_ x m+1 
m -f- 1 ? 

hinc 

% m + l 

A-f. 

'(™ + i) s 

= x m+1 ( 

t (uy 
+ 1 


v m -f 1 


(» + 1) 3 ' 


quod intégrale evanescit posito x = 0, dum sit m 1 > 0. 
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COROLLARIUM 1 

206. Hinc posito æ=l fit f oFdxilxf Ex praecedentibus autem 

patet, si formula fx m dxlx ita integretur, ut evanescat posito ® — 0, 
tum facto x = 1 fieri fx m dxlx — 

COROLLARIUM 2 

207. At si sit » — — 1, ut habeatur l f(lx)\ erit eius intégrale 
qui solus casus ex formula generali est excipiendus. 


EXEMPLUM 2 

208. Formulae x m ~ l dx(lxf intégrale assignare. 

x m 

Hic est n = 3 et P=— , mue 


,rm /y<m fjfff 

Q = — t , R = ~ et S = - v 
^ m* m 3 wr 


unde intégrale quaesitum fit 


fi x m ~' dxilx'f = ; 


I 3 3 (te)* 3 ■ 2 • 1 \ 

2 W ?. 3 TO 4 / * 




quod intégrale evanescit posito x = 0, dum sit m > 0. 


COROLLARIUM 1 . 

209. Quodsi integrali ita sumto, ut evanescat posito x — 0, tum po- 
natur x = l, erit - - 


fx m ~ x dx — -^, fx m ~ 1 dxlx — — , j'x m ~ l dx(l>xf = + 


1-2 

m s 


et 


f tf'~' i dx(lx) i 


1 - 2-3 

m* 
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COROLLARIUM 2 

210. Casu autem m = 0 erit intégrale ,/^ ÿ x ) a “ T G®)* 1 u0<i tle " 
terminari nequit, ut evanescat posito æ = 0; oporteret enim constantem infi- 
nitam adiici. Hoc autem intégrale evanescit posito x = 1. 


BXBMPLTJM 3 

211. Formulae x m ' x dx(lx) n intégrale assignare. 

m 

Cum hic sit P = — , erit 

^ -P xm q x ' " pfr 


nv 


Hinc intégrale quaesitum prodit 

fiï n - i dx(lx) n =%‘ 


(Q»Y 

n(lx) 7l ~ 1 - 

»(»— 1) (Ix) 1 '- 2 n(n 


m 2 ^ 

r ?n s 


mr 


Casu autem m = 0 est 


/f( te )*-ïïiï« + ‘ 


COROLLARIUM 1 

212. Si ni > 0, intégrale assignatnm evanescit posito æ = 0; deinceps 
ergo si sumatur x = 1, erit intégrale 

1 • 2 • 3 • • • n 


fx m - 1 dx{lx) n =± — 


m 




ubi signum + valet, si n sit numéros par, inferius vero, si n impar. 


COROLLARIUM 2 

213. Haec ergo ambiguitas tollitur, si loco Ix scribatur 
enim integratione eodem modo instituta positoque % = 1 fiet 


— I — ; tum 


faT-'dxU^). = + - 1 L.+i“* L ‘ 
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214. 


SCHOLION 

Si exponens n sit numéros fractus, intégrale inventum per seriem 


infinitam exprimitur; veluti si sit n — — y, reperitur 


r x m ~ 1 dx m ( 1 

J~~ÿïx æ W 


m]/lx ' 2 m*(lxj 


+ 


1-3 


+ 


1-3-6 


im s (lxy 8 m à (lx) 


+ etc.) , 


qnae etiam, quatenns initio x ab Q ad 1 crescere sumitur, hoc modo reprae- 
sentari potest 



2 m 2 lx 


+ 


1-j3 

4 m 3 ( Ix ) 


— 4- 


1-3-5 
8 »»*(?*) 



Si exponens n sit negativus, etsi ihteger, tamen intégrale inventum in in- 
fmitum progredietur; verum hoc casu alla ratione integrationem instituere 
licet, qua tandem reducitur ad huiusmodi formulam J-j^r > cuius integratio 
nullo modo simplicior reddi potest. Hanc ergo reductionem sequenti proble- 
mate doceamus. 


PROBLEMA 20 


215. Integrationem Jrnius formulae cly = continua ad formulas sirnpli- 
dores reducere. 

SOLUTIO 

Formula proposita ita repraesentetur 


dy — Xx 

et cum sit f - d - - n = ~ 1 „ . , erit 


dx 


x(lx) n ’ 


-Xx 


• d( ' Xx ^ 


J (n — l)(lx) n 
Quare si ponamus continuo 

d(Xx) = Pdx, d{Px)=Qdx, d(Qx) = Rdx etc., 
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erit hanc reductionem continuando 

- X* P* Q x ____ _ ot*. 

y ~~ (n-lXlx)"- 1 (n~l){n-2)(lx)- s ( w - 1 )(«- 2 )( m - 3)^)"- 8 

donec tandem perveniatur ad hanc integralem 

1 fVdx 

ita ut, quoties n fuerit numerus integer positivus, integratio tandem ad 
huiusmodi formulam perducatnr. 


EXEMPLUM 1 

216. Formulas differentialis dy = intégrale mvestigare. 

Hic est n = 2 et X = æ” 1-1 , unde fit P = mæ"‘“ 1 , liincque intégrale 


y — 



X m 

lx 



Àt formulae — J A:e intégrale exhiberi nequit, nisi casu m = 0, quo fit 
f—~ = 11%. Yerum si m = 0, formulae propositae integratio ne hinc quidem 

xix 

pendet; fit enim absolute 


y 




EXEMPLUM 2 


217. Formulae differentialis dy = intégrale investigare casibus, quïbus 

n est numerus integer positivus. 

Oum sit X = x m ~ 1 , erit 


tum vero 


Q 


d.Px 

dx 


T-, d . X X m — 1 

F = — = ==W£C‘ , 

dx 


= M 3 af 1-1 , jR = m 3 a; m-1 , S = 1 etc. 


Leonhahpi Euleri Opéra omnia In Institutiones ealculi integralis 
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Quare intégrale hinc ita formabitur, ut sit 

('x m ~ 1 dx x m mxm •>n l x m ^ — — 

V ” “ («-!)(«- W*T-' (n—l)(n—Z) (» — 3)(ï*) n 

m»- 1 . psç, m - 1 dx ' 

(»-!)(«- 2 ) — ij 


C0R0LLAR1UM 

218. Pro n ergo successive numéros 1, 2, 3, 4 etc. substituendo babe-. 
bimus istas reductiones 

xm _l HL CHaLHL 
15 " + 1 J ix ’ 

x m mx m m 2 * * Ç 
2p^2~" 2^ïlæ + FIJ lx 

x m mx m m î x m | w 8 /* x m ~ 1 dx 

jQxj * — 3-2(7®)* _ ITirïlæ + 3-2- 1 J Z® 

SCHOLION 

f*x m cl X 

219. 1 ) Hae ergo integrationes pendent a formula J — j- — , qnae posito 
x m ^g ob û> m ~ 1 dx=‘—dg et lx=*^h reducitur ad banc simplicissimam for- 
mam ff£] cuius intégrale si assignari posset, ampÜssimum usum in Analysi 
esset allaturum, verum nullis adbuc artiflciis neque per logaritbmos neque 
angulos exbiberi potuit; quomodo autem per seriem exprimi possit, infra 
ostendemus (§ 228). Yidetur ergo haec formula f~~ singnlarem speciem 
functionum transcendentium suppeditare, quae utique accuratiorem evolutio- 
nem meretur. Eadem auteïn quantitas transcendens in integrationibus for- 
mularum exponentialium fréquenter occurrit, quas in boc capite tractare 
instituimus, propterea quod cum logaritbmicis tam arcte cohaerent, ut 
alterum genus facile in alterum converti possit; veluti ipsa formula modo 


1) Of. Laurentii Masoreronii Adnotationes ad Oalculumintegralem Eulert, Ticini 1790 — 1792; 

vide prascipue adnotationem I partis prioris nec non in altéra parte adnotationem alteram ad 

cap. IV sect. I. Qms Adnotationes adiecimus volumini secundo Instüutionum Galculi integralis ; 

Leonuardi Eulert Opéra omnia , sériés I, vol. 12. L. S. 


f 

f 

I 




(ixf 

x m ~ x dx 

(i xy 
x rn ~ 1 dx 
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considerata -jy posito lz — x> ut sit z = e x et d$ = e x clx, transformatur in 
banc exponentialem & x ~> cuius ergo integratio aeque est abscondita. For- 
mulas igitur tractabiles evolvamus et buiusmodi quidem, quae non obvia 
substitutione ad formam algebraicam reduci possunt. Yeluti si Y fuerit 

et 


functio quaecunque ipsius 
dv Vdv 

' via 


X = 


Iv 

la 


dx 


abit in 


via 
a x dx 


ergo formulas ÿÿ~^ , 
hinc excludimus. 


v sitque v = a x , formula Vdx ob 
quae ratione variabilis v est algebraica. Huiusmodi 

quippe quae posito cf = v nihil babeut difficultatis, 


PEOBLEMA. 21 

220. Formulae differentialis a x Xdx dénotante X functionem quamcunque 
ipsius oo intégrale investigare. 


SOLÜTIO 1 

Cum sit d. a x = a x dxla, erit vicissim faFdx «= ^ • a x ; quare si formula 
proposita in hos factores resol vatur X-a x dx , habebitur per reductionem 

f fXdx = ^a x X — -^fa*dX. 

Quodsi ulterias ponamus dX= Pdx, ut sit 

fa-rdx=±o?P-±f<rdP, 

prodibit baec reductio 

fi-Xdx-^a-X-^a-P+^fM 

Si porro ponamus dP = Qdx, Habebitur baec reductio 

fi.Xdx-±a-X- J ±ÿ*P+ l 

sicque ulterius ponendo dQ = Mdx, dJR = 8dx etc. progredi licet, donec ad 
formulam vel integrabilem vel in suo genere simplicissimam perveniatur. 

16* 
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_________ ' — — — 

SOLUTIO 2 

Àlio modo resolutio formulae in. factores institui potest; ponatur 
fXdx=P seu Xdx = dP 
et formula ita relata <f ■ d P habebitur 

fa x Xdx = a x P — lafa x Pdx\ 

simili modo si ponamus f. Pdx = Q, obtinebimus 

fi i x Xdx = a* P -la-a x Q + (Jaffa* Qàx. 

Ponamus porro f Qdx — P et consequimur 

fi tfXdx = a x P — la- a x Q (la ) 3 • a x B — (la)fa x Bdx 

liocque modo, quousque lubuerit, progredi licet, donec ad formulam vel inte- 
grabilem vel in suo genere simplicissimam perveniamus. 


COEOLLAEIUM 1 

221. Priori solutione semper uti licet, quia functiones P, Q, B etc. per 
differentiationem functionis X eliciuntur, dum est 


P 


dX 
dx ’ 



B — ~ etc. 
dx 


Quare si X fuerit functio rationalis integra, tandem ad formulam pervenietur 
f \fdx = ^ • a x ideoque his casibus intégrale absolute exhiberi potest. 


COEOLLAEIUM 2 

222. Altéra solutio locum non invenit, nisi formulae Xdx intégrale P 
assignari queat; neque etiam eam continuais Ecet, nisi quatenus sequentes 
integrationes 

f. Pdx = Q, f Qdx = B etc. 


succedunt. 



-> 
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EXEMPLUM 1 

223. Formulas a x x n dx intégrale deflnire dénotante n numerum integrum 
positivum. 

Cum sit X = x n , solutione prima utentes habebimuB 
f tx n dx — ^ • a x x n — -jffa*x n - 1 dx] 

hinc ponendo pro n successive numéros 0, 1, 2, 3 etc., quia primo casu inte- 
gratio constat, sequentia integralia eruemus 


y* = 

1 

la 

a* 




fa x xdx = 

1 

la 

- 

1 * 

" (Za) 2 ®’ 



Ç i x x 2 dx = 

1 

la 

æ 2 - 

2 * 

- rTTi a x 

(uy 

+ 

2*1 .g 

(iay a > 

^ :fx i dx = 

1 

Za 

aV - 

3 x 2 

- x 

[la y 


3-2 * 

7TVs a x 
(laf 




etc., 




3-2-1 

{Uf 


unde in genere pro quovis exponente n concludimus 

Ca x x«dx — a x (— - w(n ~ 1} j W ~ 2)Æ "~ 8 + etc.), 

Jaxdx — ay la (i a )* ^ (Za) s (laf T / 

ad quam expressionem insuper constantem arbitrariam adiici oportet, ut in- 
tégrale completum obtineatur. 

COROLLARIÜM 

224. Si intégrale ita determinari debeat, ut evanescat posito x=0, erit 

fa x dx 


1 * 1 
7- a — t — > 
£a la 


fa x x i dx ' 


(JL 

1 ' 

\la 

(la)* 

/x 2 

2x 

\la 

~W 

/ X 2 

3x 2 

\Za 

-(la ) 2 


+ 


2-1 


\s’ 


etc. 


yv 
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EXEMPLUM 2 

225. Formulae intégrale inv'estigare, si quidem n denotet numerum 

X 

integrim positivum. 

Hic commode altéra solutione utemur, ubi, cum sit X = ^ , erit 


r (n—l)x n - 1> 

bincque résultat ista reductio 

Çcfdx _ —a x .la Ç a x dx 

J — æ" (»— l)x n ~ t ■ n — 1 J a:” -1 

Perspicuum igitur est posito n = 1 bine nibil concludi posse; qui est ipse 
casus supra memoratus singularem speciem transcendentium functionum 

complectens, qua admissa integralia sequentium casuum exbibere poterimus: 


a x la (la) 3 Ça x dx 

■ la; + 2-1 J 


1 a x clx 

_ n _ 

a x 

x * 

— yj — 

lx 

*a x dx 

- 

a x 

X 3 

— w 

2æ 2 

'a x dx 

_ n 

a x 

X 4 

— 'La — 

~ 3æ® 


a x a x la a x (la) 3 . ( la ) 8 /“ c fdx 

ïx 3 ~ 3 ~-Tx 3 3 • 2 • la; 3-2- 1 J x 


unde in genere colligimus 

f'a x clx p (f_ 

J x n (n — l)a;”~ 1 (î 

a x (la ) n ~ 2 

(» - 1 )(n - 2) 


a x a x la c fjlctf 

° ~ (n — l)æ n ~ 1 1) (n — 2) af ~ 2 (n — 1)(« — 2)(« — 3)a: n -- 3 


a x (la) n - 2 . (Z»)” -1 /* _ 

l)(n — 2) • • • la; (w — l)(n — 2) • • • lj x 


COROLLARIUM 1 

/ et? dx 

— — banc formulam 

a x x m dx integrare poterimus, sive exponens m fuerit numerus integer positivus 
sive negativus. Illis quidem casibus integratio ab ista nova quantitate 
transcendente non pendet. 
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COEOLLÀRIUM 2 


227. Àt si m fuerit fractus numerus, neutra solutio negotium conficit, 
sed utraque seriem infinitam pro intégrait exlribet. Veluti si sit m =* y > 
habeftimus ex priore 



+ 


1-3 


ix\uy 


+ 


1-3 -5 
8æ s (Z«) 4 


+ etc.) : Væ + G, 


ex posteriore autem 



SCHOLION 1 

228. 1 ) Hinc quantitas transcendens per seriem exprimi potest 

secundum potestates ipsius % progredientem. Oum enim sit 


a 


f = 1 + xla + + etc. 


erit 


/ 


_ n I i x _L 4 _ x *( la Y I _j_ xi i la ) i _ 


ac si pro a sumamus numenim, cuius logarithmus hyperbolicus est unitas, 
quem nuineruni littera e indiceraus, habebimus 


s 


— - O + Ix + J + J 

X 12 


* + T 


1 • 2 


, 3 4 


x _ 

1 •2 3 • 4 


— J— etc. 


Atque hinc etiam ponendo e* = s, ut sit formulam supra memoratam 

~ per seriem integrare poterimus: 


/ 


^ = G + Hz + j + } 


M! i 1 

' 1-2 _r 3 


M-4-1 

3 ' 4 


1-2 


_ (^) 4 _ 

1 • 2 • 3 • 4 


-f- etc.; 


1) Cf. Maschbronii adnotationem I partis prions; vide notam p. 122. 


L. S. 
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quod intégrale si debeat evanescere sumto g = 0, constans C fit infinita 1 ) nnde 
pro rebquis casibns nihil concludi potest. Idem incommodum locum babet, 

si JL reddamus casu — 1, quia «—» Caete ™ 

patet, si intégrale sit reale pro valoribus ipsms g nmtate mmoribus, ubi g 
est negatiyns, tum pro valoribus unitate maioribus fien imagmanum et vi- 
cissim. Hinc ergo natura buius functionis transcendentis parum cognoscxtur. 


SCHOLION 2 

229. Quando vel integratio non succedit vel sériés ante inventae minus 
idoneae videntur, bine quantitatem a* in seriem resolvendo statua sine ains 
subsidns formulae a x Xdx intégrale per seriem exbiberi potest; ent emm 

fa-Xix -fXdx+'{fXxda>+ %%fX*ix + j %£»!***• + etc ' 

Ita, si sit X — x n , babebitur 

x n + l 1 æ «+2 la , X n+t (lay 


r* „ x n + l , X n+ Ha , x n+ \laf , x n+i (la) a , 

Ja x x n dx = C + — + l(tt + 2) + i. 2 (» + 3) + 1 • 2 • 3 (n + 4) + 


ubi notandum, si n fuerit numerus integer negativus, puta n 
scribi debere lx. 


■ i, loco 


a;" + i 

w + i 


230. Formulae 


a x dx 


EXEMPLUM 3 

intégrale per seriem infinitam exprimere. 


Per priorem solutionem obtinemus ob X = j 
1 „ dP 1-2 


dX 

dx 


(i -x)*’ 
bineque sequentem seriem 
Pa x dx x ( 1 

J l_ x 


Q 


dP 

dx (1— a;) 8 ’ 


B 


dQ 

dx 


1 -2-3 
(1— æ) 4 


etc. 


,(1 -x)la {l-xYQaf ^ (l-xf(la) s (1 -x^Qa) 


1-2 


1 • 2 ■ 3 


+ etc.j . 


1) Demonstravit L. Mascheroni in prima Adnotationum (vide notam p. 122), si ponatur pro 
valoribus ipsius Z non negativis unitate minoribus 

f%-A + !(-!«)+" 1 “"IVA-SÜ 


2 1 • 2 ~ 3 1.2-8 


- etc. 


integrali evanescente sumto $ =» 0, constantem A habere valorem 0,577 215 664 901 532*** 9 qui valoi 
Constans Ma scher onia na vocari solet. L. S. 
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Aliae sériés reperiuntur, si vel a x vel fractio t - in seriem evolvatur. Com- 
modissima autem videtur, quae seriem fingendo eruitur; brevitatis gratia pro 
a sumamus numerum e, ut le — 1, ac statuatur dy = —_ — seu 




X • 


X - 

r2 


a? 8 a; 4 

1*2*3 _ r~2.3 *4 


etc. = 0; 


iam pro y flngatur haec sériés 

y = j *=a + Bx+ 6V+ Bx s + Jte 4 + AV + etc. 
eritque facta substitutione 


JB + 2 Co; + 3DV -f- 4 AV + 5 AV -f- etc. 


— B — 2C 


1— 1 — 


1 

2 


— SB — 4A7 

1^ _ i_ 

6 24 



unde eliciuntur istae determinationes 



B-l, C-{(1 + 1), D— |(l + l + {), 

(l + i + y + ï). î'-K 1 + 1 +} + T + ii) etc ' 


PROBLEMA 22 

231. Formulae differentialis dy = x nz dx intégrale investigare ac per seriem 
infinitam exprimere. 

SOLUTIO 

Commodius boc praestari nequit, quam ut formula exponentialis V* in 
seriem infinitam convertatur, quae est 

n i x î (lx) i . n 3 x s (lx) s . n i x 4 '(lx) L . , 

<f" - 1 + « te + Va + VA + Vri + etc '> 

Leonhaedi Euleri Opéra omnia lu Institutiones calculi integralis 17 


PBIOBIS PARS PRIMA BBCTIO PRIM A 
qua per dx multiplieata et singulis terminis integra.tis eut 

J*d x = x, 

J'xdxlx = 

f x^xQxf = 


( Ix i\ 
V 2 2V’ 


f x i dx(lxf = x i (— 
J ‘ x i dx(lx) i = 


(QÆ- 

2 Ix 
3 2 

+ 

2-1 \ 
B 8 /’ 


(0*y 

3 (ixy 

1 

3 • 2lx 

- 

V 4 

4 2 

"T 

4 8 

4 4 / 

/Qxf 

4(ïa:) 3 

t 

4-3 (IxY 

4 • 3 • 2Za: . 4 

\ 5 

5 2 

T 

6 3 

5 4 




etc. 


Quare si hae sériés substituante et secundum potestates ipsius Ix dispo- 
nantur, intégrale quaesiten exprimetur per bas innumerabiles sériés mfimtas 


y = f x nx dx = x (l 


+ 


nxHx 


Mx (1 
1 \2 ] 


nx 
~¥ ' 

nx 
2 1 ' 3 2 




3 a 


4 4 


+ 


5 6 

/y .4 




, nV(ïa:)Yl wa: _L ?_*_ __ 

+ 1.2 r X3 1 4 2 i “ 6* 

, n 9 x£(lx)* ( 1 _ _l 
+ 1 • 2 • 3 \4 l 6 2 ”*■ 


4 8 

’ 5 4 

+ 

6 6 

w 2 æ 2 

n 3 # 8 

4“ 

n i x i 

~ 6*~" 

6 4 

Y 5 

w 2 æ 2 

n 3 # 3 

rrd 

+ 

W 4 ^ 

o5 


etc.) 
etc. 
etc.) 
etc.) 


etc., 

quod intégrale ita est sumtum, ut evauescat posito æ = 0. 

COROLLÀRIUM 

232. Hac ergo lege instituta integratione si pouatur x = l, valor iute- 
gralis J‘ x nx dx buic seriei aequatur 

n . w 2 « 8 . m 4 « 5 . 

1 — ^ + — 4-Ï+56 - "êë + e ^ c - ’ 

quae ob concinnitatem terminorum omnino est notatu digna. 
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SCHOLION 


233. Eodem modo reperitur intégrale huius formulae 

y -fx"<Mx —fxrdx (l + nxlx + 5^»' + ’Ç» + etc.); 


erit singulis terminis integrandis 


r™ + 1 


fx m dx = — r, 

J « 1 + 1 

J“ x m+1 dxlx — x m+i 
J * x m+2 dx(lxy = æ m+s 
J* v m+ *dx(lxy — oS 


4-4 


f Ix 

1 

\W+ 2 

(m + 2) : 

( G*) 2 

2 Ix 

\m + 3 

(m + 3) : 

( G*) 3 

3(lxf 

\m + 4 

(m + 4) ! 


L1 \ 

(m + 3)V’ 

3 ■ 2 Zæ 
(■ m + 4) 8 


3 • 2 ■ 1 \ 
( m -H 4)V 


etc. 


Quodsi ergo intégrale ita detenninetur, ut evanescat posito x = 0, tum vero 
statuatur x = 1, pro hoc casu valor formulae integralis J x nx x m dx exprimetur 
hac sérié satis memorabili 

1 « , »«* ??L__ i ”* _ e + c 

m + 1 (m -J- 2) 2 ' (m + 3) 8 (m + 4) 4 (wi fi- 5) 5 

quae, uti manifestum est, locum hàbere nequit, quoties m est numerus integer 
negativus. 

Alia exempla formularum exponentialium non adiungo, quia plerumque 
integralia nimis inconcinne exprimuntur, methodus autem eas tractandi hic 
sufficienter est exposita. Intérim tamen singularem attentionem merentur 
formulae integrationem absolute admittentes, quae in hac forma continentur 
e x (dP - h Pdx), cuius intégrale manifesto est e x P. Huiusmodi autem casibus 
difficile est régulas tradere intégrale inveniendi et coniecturae plerumque 
plurimum est tribuendum. Yeluti si proponeretur haec formula 


é c xdx 

Jï+zf’ 
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facile est suspicari intégrale, si datur, talem formam esse habiturum 


Huius ergo differentiale 
cum illo comparatum dat 


1 + *' 

ë‘(de {l+<n) + xisdoè) 
(1 + «) 2 


ds(l “t - “t - — xdcu, 


ubi statim patet esse # = 1, quod, nisi per se pateret, ex regulis difflcultei 
cognosceretnr. Qnare transeo ad altermn genus formularum transcendentium iam 
in Analysin receptarum, quae vel angulos vel sinus tangentesve angulorum 
complectnntur. 


CAPUT Y 


DE INTEGRATIONE EORMÜLARÜM 
ANGULOS SINÜSYE ANGULORUM IMPLICANTIUM 1 ) 


PROBLEMA 23 

234. Proposita formula differentiali Xdx Aug. sin. æ a ) eius intégrale investigare. 


Cum sit 


SOLUTIO 


doo 

d. Ane. sin. x = —r. r> 

& ]/( l-xx) 


formula proposita ita in factores discerpatur Ang. sin. x ■ Xdx. Si iam 
integrationem patiatur sitque J Xdx = P, erit nostrum intégrale 


f Xdx Ang. sin. x = P Ang. sin. x —J 


Pdx 

Y( 1 — xx) 


Xdx 


itaque opus reductum est ad integrationem formulae algebraicae, pro qua 
supra praecepta sunt tradita. 

Caeterum si fuerit X = — — , manifestum est intégrale fore 

J/(1 — xx) 


A 


dx 


Ang. sin. x = — (Ang. sin. xf, 
Ÿ(l — xx) 2 


quo solo casu quadratum anguli in intégrale ingreditur. 


1) Of. Maschbronii adnotationem II ad cap. Y sect. I; vide notam p. 122. L. S 

2) Ang. sin. x } Ang. cos. x etc. idem significant quod Arc. sin. Arc. cos, x etc, 
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EXEMPLUM 1 

235. Hanc formulant dy = afdxkng.ain.x integmre. 

Cum sit 

P== y^ = _, 

habebimus 

x n + i . 1 r x n+1 dx 

y = — Àng.sin.æ — 1-77- r* 

n-\- 1 k(1“ 

Hinc pro variis valoribus ipsius n erunt integralia ope § 120 eruta, ut se- 
quentur 


ixAng. sin. # = x Ang. sin a; — V (1 — xx) 1> 

J x do;Ang.sin.æ=Y ææ ^ n £ -S * ri,a ' + ■j *^(1 xx ) 8 i n - æ » 

/ ï 2 <A£Àng.sin.æ=y æ 3 Àng. sin. x + y (y + y) V(1 **) 


1 _2 
3 "3 


1 1-3 


f; x s clxkng. sin. % = æ 4 Àng. sin. æ + J (j^ 8 + 2^4 æ ) ^ 4 ’ 2 . 4 


quae ita sunt sumta, ut evanescant posito x =• 0. 


EXEMPLUM 2 

236. fcc formulant dy =* . Ang. sin. a? integrare. 

y (1 

Cum sit 

r_^î yçi_**)-p, 

erit intégrale quaesitum 

ÿ - C-V( 1 - w) Ang-am.» + / ll ^ (1 _~y l 

sicque habebitur 

2 / = f — Ang. sin. x = G — V(1 — ææ) Ang. sin. x + x. 
J y il— xx) 
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EXEMPLUM 3 


237. Hanc formulant dy = ^—^Ang. sin. æ iniegrare. 

(1 — xæ)x 

Hic est 


(l—xx)% ]/(l - xx) 


unde fit 


]/(l — XX ) 


. /* xdt 

Ang. sm. x — j - — - 


y = f — Ang. sin. x — -rr^ — -Ang.sin.o; -\-lV(l — xx), 
J J (l-xxf V(l-xx) 


y (i — xx) 


quod intégrale eyanescit posito x = 0. 


SCHOLION 


238. Simili modo intégrateur formula dy = Xdx Ang. cos. &. Cum enim sit 

d. Ang.008.*-^^-^, 
si ponamus J*Xdx = P, erit 

„ « , y Pdx 

y-, P An g. ma . x+ J^-—y 

Quin etiam si proponatur formula dy=Xdoûk ng. tang. quia est 

dcc 

^ . Ang. tang. % = Y+lëx ’ 
posito f Xdx = P erit hoc intégrale 

/ Pdx 

T+xx‘ 

Quoties ergo Ç Xdx algebraice dari potest, toties integratio reducitur 
ad formnlam algebraicam sic que negotium confectum est babendum. Cum 
igitur in bis formulis angulus, cuius sinus, cosinus vel tangens erat == ar, 
inesset, consideremus etiam eiusmodi formulas, in quas quadratum buius 
anguli altiorve potestas ingreditur. 


4 
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PEOBLEMA 24 

239. Denotet q> angulum, cuius sinus tangensve est functio quaedam ipsius x, 
unde fiat dtp — udx, propositaque sit Mec formula dy = Xdx • <p n , quam mtegrare 
oporteat. 

SOLUTIO 

Sit fXdx = P, ut habeamus dy = cp n dP, eritque integrando 

y — cp n P — nÇ (p n ~ 1 Pudx. 

Iam simili modo sit Ç Pudx = Q‘, erit 

Ç (p n ~ 1 Pudx = (p n ~ 1 Q — (# — 1 )J‘(p n ~ i Qudx) 


tum posito J Qudx = B erit 

f (p n ~ i Qudx — cp”~ î B — (n — 2)f (p n ~ s Budx. 

Hocque modo potestas anguli <p continuo deprimitur, donec tandem ad for- 
mulam ab angulo (p liberam perveniatur; id quod semper eveniet, dummodo 
n sit numerus integer positivus et baec integralia continuo sumere liceat 


ÇXdx = P, J' Pudx — Q, j Qudx = B etc., 
quae integrationes si non succédant, frustra integratio suscipitur. 


EXEMPLUM 


240. Sit cp angulus, cuius sinus —x, ut sit dcp = 
lam dy = cp n dx. 

Erit ergo 

X _l, P-*, 1-»), 


dx 


]/(X — xx) 


; mtegrare formu- 


B 


S 


]/(l —xx) ' ~~ J ’ "'"J î 

— = l — xx), T=x etc., 

Jy( i-xx) v 1 


Qdx 


)/(l — xx) 


X, 
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quibus valoribus inventis reperietur 

y=f <p n dx = (p n x + n(p n ~ t Y(l — xx ) — n(n — 1 )cp n ~ i x 
— n(n — 1)(« — 2)cp n ~ 3 Y(l — xx) + etc. 

Pro variis ergo valoribus exponentis n babebimus 

)<p dx = (p £35 -f- V( 1 — XX) — 1 , 

£ cp 2 dx = cp 2 x-{-2(pV(l — xx) — 2-lx, 

f cpHx — cp*x + 3cp* 1/(1 — xx) ~ 3 • 2(p x — 3 ■ 2 • 1 V(1 — xx) + 6 

etc. 

integralibus ita determinatis, ut evanescant posito x = 0. 


SCH0LI0N 

241. Si sit Xdx — udx = d(p, formulae cp n dcp intégrale est (p n + 1 ; 
similique modo si fuerit ( t> functio quaecunque anguli cp, formulae <Pudx= &dcp 
integratio nibil babet difficultatis. Multo latius patent formulae sinus cosinusve 
angulorum et tangentes implicantes, quarum integratio per universam Ànalysin 
amplissimum habet usum, cum praecipue Tbeoria Àstronomiae ad buiusmodi 
formulas sit reducta. Prima autem fundamenta peti debent ex calculo diffe- 
rentiali; un de cum sit 

d. sin. ncp = ndcp cos. ncp, d.cos. ncp = — nd(p sin. ncp, d.tang. ncp = 

, , — ndcp , 1 — ndœcos.ncp -, 1 ndcpsm.ncp 

d . cot. n cp => — ; a.—. = r 2 - — « — > d. = — 2 ~~> 

• sm.wgo 2 sm. ncp sm, nyr cos .ncp cos. ncp 


nanciscimur bas integrationes elementares 

J^d (p cos. ncp = sin. ncp, Jdcp sin. ncp — — cos. ncp , 

f — — g — — tang. n cp , f . — - 2 = — — cot. ncp , 

J cos. ncp 3 n e r ’ J sin.wqo 2 n 


fdcp 

J si 


ncp 

cos. ncp 

X" 


1 rdcpsm. 

sin. ncp’ J cos. n 


sin.nqr) 2 n sin . ncp 

Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calonli integvalis 


ncp 

ncp 2 


n cos. ncp 


18 
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unde statim huiusmodi formulamm differentialium 

d(p(Â + B cos. <p + G cos. 2<p + D cos. 3 <p + E cos. 4? + etc.) 

[integratio] consequitur, cum intégrale manifeste sit 

Acp + B sin . cp + \ Cam.2<p + \d sin . Zcp + j E sin. 4 cp + etc. 

Deinde etiam in subsidium vocari convenit, quae in elementis de angulorum 
compositione traduntur, scilicet 

sin. a ■ sin. /? == y cos. (a — fi)— y cos. (a + /3), 

cos. a-cos./3 = y cos. (a — /3) -f- y cos. (a -J- /3) , 

sin. a • cos. (3 = y sin. (a + j3) -\- y s i ü - ( K ' P) 

= y sin .(« + /3) — y siü.(/3 — a), 

nnde producta plurium sinuum et cosinuum in simplices sinus cosinusve 
resolvuntur. 

PROBLEME 25 

242. Formulât d cp sin. cp n intégrale investigare. 

S0LUTI0 

Repraesentetur in hos factores resoluta sin. cp’ 1 ' 1 ■ dtp sin. cp, et quia 

J dtp sin. <p = — cos. (p, 

erit 

Çdcp sin. cp n = — sin. y’ 1-1 cos. cp + (n — 1 )J dtp sin. cp "~ 2 cos. <p“. 

Hin c ob cos. <p 2 = 1 — sin. cp 2 habebitur 
J\l cp sin. cp n = — sin. y” -1 cos. cp + (n — 1)J‘ dtp sin. cp n ~~ — (n — 1 dtp sin. cp n , 
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ubi cum postrema formula ipsi propositae sit similis, hiuc colligitur ista 
reductio 

f dcp sin. cp n = — — sin. <-/)’'■”■ 1 cos. cp f dcp sin. cp n ~^, 

qua integratio ad hanc formulam simpliciorem dcp sin. cp n ~ 2 revocatur. Cum 
igitur casus simplicissimi constent 

J“dcp sin. cp a = (p et J*dcp sin. cp — — cos. cp, 
hinc via ad continuo mai ores exponentes n paratur: 

( P> 

— COS. (p, 

— j sin. cp cos. cp + jcp, 

1 . , 2 

— — Sin. ( P“ COS. (p — -T- COS. ( p , 

3 ô 

1 1*3 1*3 

— T sin. œ 8 cos. cp — — — sin. cp cos. < p + T— ; r (p,. 

4 2*4 2i * 4 

1-4 1-4 . 2 2-4 

— — sin. (p cos. cp — r— - sin. (p cos. cp — - cos. cp , 

u 3*0 3*0 

1 . , 1-5 . , 1 - 3-5 . . 1 - 3-5 

— - sin. cp* cos. (p — - g sm. cp cos. cp — sm. cp cos. cp -f -- Te y 

etc. 

COROLLARIUM 1 

243. Quoties n est numerus impar, intégrale per solum sinum et cosinum 
exkibetur, at si n est numerus par, intégrale insuper ipsum angulum involvit 
ideoque est functio transcendons. 

COROLLARIUM 2 

244. Casibus ergo, quibus n est numerus impar, id imprimis notari con- 
venit, etiamsi angulus seu arcus cp in infinitum crescat, intégrale tamen nun- 
quam ultra certum limitem excrescere posse, cum tamen, si n sit numerus 
par, etiam in infinitum excrescat. 

18 * 


J* dcp sin. cp° = 
J‘dcp sin. cp = 

J“ dcp sin. cp % = 
f dcp sin. cp 3 = 
f dcp sin. r// == 
J' dcp sin. cp 5 == 
f dcp sin. y 6 = 
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SCHOLION 

245. Simili modo formula dcp cos. <p* tractatur, quae in hos factores re- 
soluta cos. cp"~ 1 • d<p cos. cp praebet 

f i d(p cos. cp n = cos. (p n - 1 $m.(p + (» — 1) f dcp cos. <p n ~ i sm. <p 2 

== cos. <p n ~ 1 sin. (p -+-(» — 1) f d<p cos. (p 11 ~ 2 — (n — 1 ) fd (p cos. cp n , 

unde, cum postrema formula propositae sit similis, colligitur 

fi d(p cos. cp n = -^-sin. ^ cos - <P”~ 1 + ~nJ C0S ‘ 

Quare cum casibus n — 0 et n = 1 integratio sit in promtu, ad altiores 
potestates patet progressio: 


fdcp cos. cp° = cp, 
f dp cos. cp = sin. cp, 
f < dcp cos. (p 1 = sin. ip cos. <p + ~ (p , 

f dp cos. <p s = ^ sin. y cos. çp 2 + 1- sin. cp, 
fi dcp cos. p K = j sin. cp cos. cp* + sin. cp cos. cp + ^ cp 
f dcp cos. cp 5 = y sin. cp cos. cp 1 + ^ sin. cp cos. cp 2 -f- sin. cp , 


1.3 


/<* 


cp COS. Cp ’ 


1-5 . 


1-3-5 


1-3-5 


sin. cp cos. cp 6 + g sin. cp cos. cp* + - sin. </> cos. cp + 2 4 6 (p 


etc. 


PROBLEMA 26 

246. Formulae dcp sin. <p m cos. q/ intégrale invenire. 

SOLUTIO 

Quo hoc facilius praestetur, consi deremus factum sin. cp ' 1 cos. p v , quod 
differentiatum fit g, dcp sin. qf~ x cos - p r+1 — vdp sin. p fl+1 cos. q> v_1 - Iam prout 
vel in parte priori cos. cp 2 = 1 — sin. y 2 yel in posteriori sin. cp 2 = 1 — cos. p 2 
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statuitur, oritur vel 

d. sin. (p f ‘ cos. cp v = + f^dp sin. (p , '~ 1 cos. p'" 1 — (/u, + v)dp sin. cp ,,+1 cos. p r ~ 1 
yel 

d. sin. (p f ‘ cos. p v = — vdp sin. p f, ~ l cos. cp 1,-1 + (pi + v)dp sin. y'' -3 cos. p r+1 . 
Hinc igitur duplicem rednctionem adipiscimur 


I. 

J* dp sin. cp f,+1 cos. p r 1 — - 

— sin. cp f ‘ cos. p' -|- dp sin. cp u ~ 1 cos. p 1 

IL 

J dp sin. y 1 " -1 cos. p v+1 = 

s ^ n> cos - ( p v + d ( P si 11 ' ÇP'* -1 cos. cp v 


Quare formula proposita J dcp sin. cp m cos. y" successive continuo ad simpliciores 
potestates tam ipsins sin. (p quani ipsius cos. (p reducitur, donec alter vel peni- 
tus abeat vel simpliciter adsit, quo casu integratio per se patet, cum sit 

J dcp sin. (p m cos. (p = -(- j-sin. p m+1 et J'dpsm. cp cos. p n == — yqy cos. <p" + 1 . 

EXEMPLUM 

247. Formulas dcp sin. p B cos. cp 1 intégrale invenire. 

Per priorem reductionem ob pi = 7 et v — 8 impetramus 

J dcp sin. cp 8 cos. cp 1 = — -- sin. cp 1 cos. 9 s 8 + j-J* dcp sin. cp° cos. cp 1 ; 

istam per posteriorem reductionem tractemus 

J'd cp sin. </?° cos. p 1 = ^ sin. p 1 cos. p° + dp sin. p 6 cos. p h ; 

hoc modo ulterius progrediamur 

fdcp sin. cp 6 cos. p* = — *7 sin. cp 6 cos. cp 6 + - 6 - f dp sin. y 4 cos. cp% 

fdp sin. p i cos. p 3 = y sin. r /> 5 cos. p 4 + y sirL 9^ 
j dp sin. p 4 cos. cp 3 = — • y- sin. cp ÿ cos. p 4 + -—J'dp sin. p 2 cos. p 3 , 

J * dcp sin. p 3 cos. cp 3 = y- sin. p 3 cos. cp 3 -p i^fd^ s ^ n ' ( p icos - 9> 
f dp sin, r/> 2 cos. p = — y sin. p cos .</> 2 -f- -J'dpco&.p (^H 3 ~ s i rL ■ 
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Ex Ms colligitur f'ormulae propositae intégrale 


J* cl cp sin. c/> 8 cos. cp’ 1 


+ 


- ^ sin. y 7 cos. <p* .+ sin. cp 1 cos. cp B ~ sin- cos. cp 6 

1 • 7 • 6 • 5 . r _ 4 1 • 7 ■ 6 • 5 • 4 


15 ■ 13 • 11 ■ 9 
1 • 7 • 6 • 5 • 4 • 3 


sin. cp a cos. cp 4 - 15 . 13 . 11 : 9 : 7 sin - 9 cos - 9 
1 . 7 - 6 - 5 - 4 - 3-2 


+ 15 .13-11 - 9 . 7 1 ^ C0S - ^ - 15.18.U : 9.7 ^ 8 ^ ^ * 


1 . 7 . 6 - 5 - 4 - 8-2 . 

H sm. a>. 

“ 15 - 13 - 11 - 9 - 7 - 5-3 * 


SCHOLION 

248. Quando autem huiusmodi casus occurrunt, senaper praestat produc- 
t, nm sin. cp m cos. cp n in sinus vel cosinus angulorum multiplorum resolvere, quo 
facto singulae partes facillime integrantur. Caeterum Mc brevitatis gratia 
angul um simpliciter littera cp indicavi nihiloque res foret generalior, si per 
cup -\- (3 exprimeretur, quemadmoduxn etiam ante haec expressio Ang. sin. x 
aeque late patet, ac si loco æ functio quaecunque scriberetur. Contemplemur 
ergo eiusmodi formulas, in quibus sinus cosinusve denominatorem occupant, 
ubi quidem simplicissimae sunt 


j dtp jj dtp 

sin. <p ’ ‘ cos. <p ’ 


ni. 


dtp cos. (p 
sin. <p ’ 


IY. 


dcp sin. cp 
cos. cp 


quarum integralia imprimis nosse oportet. Pro prima adhibeantur hae trans- 
formationes 


dcp 

sin. cp 

unde fit 


Pro secunda 


dcp sin. cp ôfqpsin. cp — dx 

sin. qp 2 1 — cos. cp^ 1 — xx 


A 


dcp 


sm. cp 


1 ,1+x 

2 x 


1 

2 


(posito cos. cp = x), 

1 + COS. cp 
1 — COS. cp 


dcp 


dcp cos. cp 
cos. cp 2 


Æqpcos. cp 
1 — sin gp 2 


dx 


(posito sin. cp = x), 


ergo 


cos. cp 


l — x% 
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Tertiae et quartae integratio manifesto logarithmis conficitur; quare haec inte- 
gralia probe notasse iuvabit 

I. ÇJî-, 1 j * . + - j ff 1 - É _ i tang. i 

J sin. cp 2 1 — cos. cp y(l 4* cos. 9?) 2 

n. fJi- - 1 ; -i (45“ + -»'), 

J cos .9 2 1 — sin. <p y(l — sin. cp) V 2 / • 

III. ^ p c0 --- ^ — Z sin. y = f—^—=Cd(pcot.(f, 

J sin. (p tang. y J T 

XV. f ~ Bil - - = — l cos. cp = Cd(p tang. (fi ; 

*' cos. <p 

bincque sequitur III + IV 

fdcp 
J sin. 


cp cos. cp 


sin. cp 
cos. cp 


l tang. (fi. 


PROBLEMÀ 27 


249. Formdarum ** integralia imestigare. 

CUa. (JP p 111. (p 


SOLUTIO 

Primo statim perspicitur altérant formulant in alteram trausmutari posito 
cp = 90° — quia tum fit sin. 9 = cos. %p et cos. cp — sin. xp 9 dummodo 
notetur fore dcp = — dxp. Quare sufficit priorem tantum tractasse. Reductio 
autem prior § 246 data sumto (i - et v 1= ^ praebet 


/ 


d cp sin. cp m 
co s. cp 11 



sin. cp™* 1 
cos.ç? 71 " 1 


+ 


m— 1 Cdcp sin. (p™ 
m — nj cos. y’ 1 


quo pacto in numeratore exponens ipsius sin. y 
ita ut tandem perveniatur vel ad ve ^ 

ideoque sola formula tractanda supersit. 


continuo binario deprimitur, 


ad /- 


dtp sin. cp 
co s. cp n 


' (n — 1) cos. cp n 


Altéra autem reductio ibidem 


tradita (§ 246) sumto pi — 1 — m et v — 1— n dat 
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î 


clcp sin, cp m 
cos. g "*" 2 


1 sin. cp m + 1 n — 1 fdcp sin. g> m ^ 
m — n-\-2 cos. g”" 1 w — w + 2 J cos. g 11 


unde colligitur 


/*dg sin. g wl 1 sîn.g 7 ** 1 

«y cos. g 71 » — 1 cos. g 71 - 1 


w — n + 2 
n — 1 


/ 


dg sin. g™ 
cos. (p n ~~ 2 


? 


cuius reductionis ope exponens ipsius cos. cp in denominatore continuo binario 
deprimitur, ita nt tandem vel ad J* dtp sin. (p m vel ad J- tos. ~y~ P erv6I1 ^ a ^ ïir- 
Illius integratio iam supra est monstrata, huius vero forma, si m > 1, per 
priorem reductionem tandem vel ad J " vel ad revocatur; illius 

autem intégrale est l tang. (45° + y y) , huius vero — l cos. (p. 


COROLLARIUM 1 

250. Prior reductio non habet locum, quoties est m — n, hoc scilicet casu 
formula J*—— w~ non reduci potest ad formulam f— ' citera autem 

reductione semper uti licet; etsi enim casus n — 1 inde excluditur, eius tamen 
integratio per priorem effici potest. 


COROLLARÏÏJM 2 


251. Ratio autem illius exclusionis in hoc est posita, quod formula 
Ç dq> — est absolute integrabilis habens intégrale = — — - • • Erit 

J cos. <p” ° n — 1 cos. cf 

ergo pro his casibus 


I, 


dcp 


y 


dcp sin. cp 
cos. cp 4 


cos.gr 
,2 


sin. cp , 

r. = tang. g, 

cos. g> ° T 


S 


d cp sin. g? 
cos. g ? 8 


sm. gr 


cos.g* 


- tang. q> 2 , 


sin. 9 3 1 4.„„„ J 


cosV- 3 


*dcp sin. g 8 
cos. g ? 5 


sin. gr 1 4 

2-7- = — tang. <p\ 

cos. cp 4, 4 ° T 


EXEMPLUM 1 

252. Formulae intégrale assignare . 

Prior reductio dat 



d g? sin. g m 
cos. <p 


— 1 

m — 1 


sin. g m 



dtp sin. g m ~ 2 


cos. cp 
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Hinc a casibus per se notis incipiendo habebimus 

f-£r- lba *(p' + \<r)’ 


>(p 

dp sin. p 
cos. p 

dp sin. qp 2 
cos. (p 


— I cos. cp = Zsec.ÿ, 


. r dtp 

sm. cp + / — —j 
r J cos. cp 


dtp sin. qp 3 1 


cos. cp 


~ sin. cp 2 + l sec. cp , 

U 


S- 

s 
s 

/ Æflpsin. qo 4 1 . 3 . T dcp 

cos. qc> 3 r r ' J cos. cp 

I 

/ dp sin. qp 
cos. qp 

/ dwsm.cp 1 1 * c 

— — = — T sm *y 

COS. qp O 


Æqp sin. a? 5 1 . 4 1 . 2 i 7 

— — » r sm. or — ” sm. or + l sec. cp , 

cos. qp 4 T 2 


1 . K 1 . o 

— sm. cp b — — sm. qr — sm. œ 

5 ' à 


+ f-*-. 

J cos. p 


1 • 4 

Y sm. cp ■ 


■ sin. y 5 + ï sec. cp 


etc. 


SCHOLION 

253. Pro reliquis casibus denominatoris totum negotium conficietur his 
reductionibus 


f 

f 

f 

f 


*d qp sin. qp" 
cos. qp 2 

'd qp sin. qp" 


sin. qp 




cos. qp 

i dtp sin. qp” 
cos. qp d 

'dp sin. qp” 
COS. qp 6 


£ 

2 

1 

3 

4 


cos. qp 
sin. qp 


,171 + 1 


cos. qp 


sm. qp 




cos. qp 

r.m + 1 


sm. qp 75 


cos. qp 4 

etc. 


ijdtp sin. (p m , 

L f 
f 
f 


2 

m — 2 
3 

m — 3 


rfqp sin. qp” 
cos. qp 

dp sin. qp” 
cos. qp 2 

dp sin. qp” 
cos. qp 3 


Leonhaudi Euleri Opéra omnia In Institution es calculi integralis 


19 
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EXEMPLUM 2 

254. Formulae intégrale- assignare. 

Altéra reductio ob n% — 0 fit 

dp 1 sin. cp 

cos. cp n n — 1 cos. (p n ~ 1 



+ 


u 


dp 


COS. qp 1 


.w-2 J 


quia iam casus simplicissimi 

f d 9-r ot /ïSÿ - ita s. («" + 1 (p) 

sunt cogniti, ad eos sequentes omnes revocabuntur 


f 

/ 

/ 

/ 

/ 


tfqp 


cos. qp* 
dcp 

cos. qp 3 
dcp 

cos. qp 4 

Æqp 

cos. cp 5 
dcp 


sin. 
cos. qp 


cos. qp° 


1 

Y 

î 

¥ 

£ 

¥ 

i 

¥ 


+i/ 


sin. qp 
cos.qp* 

sin, qp, 2 
cos.qp 3 3 


(Zqp 


cos. qp 

sin. qp 
cos. qp ’ 


sm 
cos.c/> 

sin. cp 


i. qp 1-3 sin. qp 1 ♦ 3 /* dqp 

.c/> 4 2 • 4 cos.qp 2 ' 2 • 4*/ cos. p’ 


. 1-4 sin. qp . 2*4 sin. qp 

•+■ ^-3- • + 


cos.çp 0 ‘ 3*5 cos.qp 

etc. 


3 ■ 5 cos. cp 


COROLLARIUM 1 

255. Simili modo habebimus has integrationes 


f *9 
J sin. qp 

r dcp ^ 
J sin.qp 8 

r _ 

J sin.qp 4 

r dcp _ 
J sin.qp 6 


Ztang.yç», 

1 cos. qp 

2 sin. qp 2 



cos. qp 
sin. qp * 


1 cos. qp 2 cos. qp 

3 sin. qp 3 3 sin. qp 9 

1 cos.qp 1*3 cos. qp 1*3 C dp 

4 sin.qp 4 2*4 sin. qp 2 ‘ 2 ■ 4 J sin. p 


etc. 
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OOEOLLÀRIUM 2 

256. Deinde est 


P dœ sin. cp 1 

1 

/* cüg cos. g 

-1 1 


J cos. g n n— 1 cos. g? 7 '" 1 

«y sin. g 71 

n—1 sin. g n 

- 1 

Porro 

Aïgsin. g) 3 T Æg j 

C d( p 

/* rfgcos. g 2 

. r ^ __ r 

ü!g 

J cos. cp n J cos. g? 71 J 

et 

cos.g 71 ~ 2 5 

«y sin. g n 

J sin.g 71 J 

sin. g n “ 2 

r dep sin. g? 8 /*^g sin. cp 

dep sin. cp 

f* dep cos. g 3 

Ç dtp cos. g 

(* dep cos. g 

1 - « — 9 

J cos. g n J cos. cp n J 

' COS. cp n ~* ’ %j 

r sin. g” 

J sin. cp n o 

1 sin. g” 


quibus reductionibus continuo ulterius progredi licet. 


PROBLEME 28 

257. Formulae . intégrale nwestigare. 

biUL C p CvUd* 


SOLUTIO 


Reductiones supra adbibitas bue accommodare licet sumendo in praece- 
dente problemate m négative; ita erit 


J 


dep 


gm, (p m co 8. (p 


* = + 


unde loco m scribendo m 


1 _1 . m± 1 r dtp 

m~\-n sm.fp m + 1 cos.qp"- 1 sin. ip r “ + ~ cos. cp 

— 2 per conversionem üt * 


J 


d(p 


sin. ep m cos. cp n 


1 1 

m — 1 sin. g 77 * ~ 1 cos. g n *~ 1 


m + n — 2 Ç dtp , 

J sin. g^^os-g”* 


altéra kuic similis est 

/* dtp _ 1 J , m + w-2 Ç 

J sinr^cô^ ÿ” _ w— 1 sin. q> m ~ 1 cos. y” - 1 n—1 J sin. q> m cos. cp u 
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Cum iam in hoc genere formae simplicissimae sint 

féf’ cot ^' 


hinc magis compositas eliciemus 


f 

f 

f 

f 

f 

f 

J 

f 


dcp 


sm.gp cos.gp 2 

CÏ(p 


sm. cp* cos. cp 
d(p 

sm. gp cos. gp 4 
d<p 


sm. gp 4 cos. cp 
dcp 

sin.gp cos.gp 6 
dcp 


sm. gp° cos. gp 
dcp 

sin.gp cos. gp 8 
dcp 


j f-, 

J 

J si 

h 


sm. cp a cos. gp 
dcp 


sm. cp cos. gr 
dcp 


sm. gp D cos.gp 
dcp 

sm. gp cos.gp 7 
dcp 

sin. go 7 cos.gp 


* ■ r dr p 

cos. cp ' J sin. cp 7 

_i • , rjv 

sin. cp J cos. gp ’ 

l._i l_ f. il 

3 cos.gp 3 J sin. gp cos. gp 2 

i i l r fv 

3 sin. qi z ‘ J sin. ç> 8 cos. cp ’ 

i.^_+ r jy 

5 cos. gp 5 J sin. gp cos. gp 4 

r ii 

5 sin.gp 5 J sin. cp i cos, cp 7 

1 1 \ f dcp 

2 cos.gp 5 * 'J sin. gp cos. cp 7 

1 1 . Ç dcp 

2 sin. gp^ * J sin. cp cos. gp 7 

4 cos.gp 4 a/ sin. gp cos. gp 8 

1 1 , /* dcp 

4 sin. gp 4 sin. gp 8 cos. gp J 

1 1 . rfy 

6 cos.gp 6 t/ sin. gp cos. gp 5 ? 

6 sin.ç) 6 sin. ç) 5 cos. qp 


= ? tang. 
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h 


dcp 


sm. cp 2 cos. cp 2 


f~r- 

J sm. 


dcp 


cp 2 cos. Ç ) 4 


J sm. cp 


dcp 


> 4 cos. cp 2 


1 1 2 f - 1 — 

sin. qocos.<p ' i/ sin.qp 2 sin. qp cos. <p 

1 1 , _4 Z * d<p 

3 sin, g) cos <p s ' 3 J sin. <jp 2 cos.<jp 2 ’ 

1 1 , _4 r__As—, 

3 sin. <p 3 cos. <p ' 3 J sin. g?* cos. <p* 



Sicque formulae .quantumvis compositae ad simpliciores, quaram integratio 
est in promtu, reducuntur. 


COROLLARIUM 1 

258. Àmbo exponentes ipsius sin. 9 et cos. y simnl binario xninui possunt; 
erit enim per priorem reductionem 


r *<p 1 j + ^+ v — 2 r 

J sin. œ f ‘ cos. m v fi— 1 sin.çp^cos.qp 1 "- 1 p — 1 sii 


dcp 


. cos. cp y [i — 1 sm. cp<~ -üüs. y ~ p — x t/ sin. cp* 1 2 cos. cp v 

mmc haec formula per posteriorem ob m — pi — 2 et n — v dat 

dcp __ 1 1 | p + v-ï C dcp 

' 3 cos. cp *'*" 1 v — 1 J sin. i 


/V 

J su 


sin.^' _ 2 cos.qo’' v — 1 sin. (p fl ~ 3 cos. <p 

unde concluditur 

dy 1 1 


. ç/‘~ a cos. <p v 2 ’ 


/V 

J sm, 


g^cos.fp* /*— 1 sin. 1 cos. cp 

r d<p 
v — 1) J s 


1 li+ v — 2 1 

y- 1 ' (pi — l ) {y — l) sin. ^ u_3 cos.gp v " 1 


+ 


(ft— i)(v— 1 ) 


— 2 nno m*' ^ 


sin. 9 ?^ cos. cp 


COROLLARIUM 2 

259. Prioribns membris ad commnnem denominatorem reductis obtinebitur 

r d <p 

J sin. i 

dcp 


epP cos. cp v 

(fl - 1) sin. <p 2 - ( r-1) cos . y 2 (p + v — 2) (fi + ^-4) ^ 

= (^_i)( v _i) s in. «p^cos. g? r_1 (f 1- 1 )( v— ‘O ^ sm. 


cp fl ~ 2 COS. qp 1 ' -2 ’ 


qua reductione semper ad calculum contrahendum nti licet, nisi vel ,ti 1 
yel v = 1 , 
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SCHOLION 


260. Huiusmodi formulae etiam hoc modo maxime ohyio ad 

simpliciores reduci possunt, dum numerator per sin. g> 2 + cos. cp % = 1 multipli- 
catur, unde fit 


r dcp _ ç dcp t r__ 

J sin. cp m cos. cp n J sin. <p m ~ 2 cos.qp™ J sin. 


dcp 


. (p m co s. cp 1 


l-2> 


quae eousque continuari potest, douée in denominatore unica tantum potestas 
relinquatur. Ita erit 


. f* dcp Ç dcp sin, cp ( 'dcp cos« < 

J sin, cp cos. cp J cos. cp J sin. cp 


sin, f cos. cp 
dcp 


r dcp Ç dcp , Ç di 

J sin. cp 2 cos. y 2 J si n.(p 2_r J cos. 


dcp __ sin. cp 


cp* 


cos. cp 


sin. cp 
cos. cp’ 

cos. cp 
sin. cp 


Quodsi proposita sit haec formula 
potest esse 

sin. cp cos. cp = y sin. 2 cp, 

unde habetur 


Ç 2” dcp = 2 „_! / * dœ 
J sin. 2 <p n J sin. to” 


in 


subsidium vocari 


posito co = 2<p, quae formula per superiora praecepta resolvitur. 

His igitur adminiculis observatis circa formulam dcp sin. <p m cos. cp ", si 
quidem m et n fuerint numeri integri sive positivi sive negativi, nihil 
amplius desideratur; sin autem fuerint numeri fracti , nihil admodum praeci- 
piendum occurrit, quandoquidem casus, quibus integratio succedit, quasi 
sponte se produnt. 

Quemadmodum autem integralia, quae exhiberi nequeunt, per sériés 
exprimi conveniat, in capite sequente accuratius exponamus. 

Nunc vero formulas fractas consideremus, quarum denominator est 
a b cos. cp eiusque potestas; taies enim formulae in Theoria Astronomiae 
frequentissime occurrunt. 
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PROBLBMA 29 

261. Formulas differentialis a ^.^ g ~ ÿ intégrale investigare. 

SOLUTIO 

Haec investigatio commodius institui nequit, quam ut formula propo- 
sita ad formam ordinariam reducatur poneudo cos. <p = jq"!j rationa- 
liter fiat 

2x , . 7 2dx(l — xx) 

8in> (p "" ï+^ hmC( ï ue d V C0S ‘ 9 = ( i+aa! )»" - 


sicque dtp = Qui a igitur 

a + & COS. 9 = 
dcp 


erit formula nostra 


a + b + (a — 

1 + ææ ? 

2 


$ -|- b cos. (p ci b (tt — b^jxx 


quae, prout fuerit a > h yel a < b } vel angulum vel logaritlimum praebet. 
Oasu a > b reperitur 


h 


dtp 


J a + bcos.<p y(ga~bb) 
casu a < b vero est 


2 . . (a — b)x 

Ang. tang. v 


S: 


dtp 


Y(a,a—bb) 


Y(bb — aa)-\-x(b — a) 


+ b cos. cp Y(bb — ad) Ÿ(bb — ad) — %(b — a) 


N une vero est 


-i / 1 — cos. cp j 1 si 

'l / ï+wf -tollg 'ï , ’”T+ 


sm. (p 


cos. cp 


qua restitutione facta cum sit 

(a — b)x . , 2 xY(aa — bl 

2 Ang - tag ' ~ g ' ' ï + îir ^ 

J 2 sin. qp]/(aa — 66) 

= Ang. tang. cos . ÿj 3 ( a - &) (1 - cosTÿ) 


a; a; 


. , sin. œl/faa — &&) 

T _ Ang.tang.— ^ +J -, 
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quocirca pro casu a > b adipiscimur 


sin. (p Y (a a — bb) 


s eu 


sive 


f_ ^9 = — Ang. tang. j-j- 

J a + b cos. tp y(aa — bb) a cos. (p + b 

C d <P L___ kns sin. ™' ff,]/(aa ~ ^ 

J a-)-&cos.ç> Y(aa — bb) a + b cos. <p 

/ dm 1 a a cos. (p + b 

a + & cos.g? Y(aa—bb) a + bcos.p 


Pro casu autem a < b 

J iv 


Y {b + p)(l + cos. y) + YQ> — a)(l — cos- <jp) 


seu 


a-(-&cos.<p Y(bb~aa) j/(Z> + a)(l -f cos. qp) — ]/(& — »)(l — cos. (p) 

Ç d(p 
J a- 


1 i a eos ‘ + b + sin. y Y(bb — ad) > 
s-f&cos. (p yçpi — a a) a + b cos. (p 


At casu b — a intégrale est = — = ~ tang. ~ ( P > unde fit 

/* dtp ,1 sin -<p 

J T+cos . <p ~ ang ' 2 ^ 1 + cos . <p ’ 

quae integralia evanescunt facto cp = 0. 


COROLLARIUM 1 


262. Formulae autem — 


• d. COS. Cp 


a -\~l> cos. cp a -(- b cos. cp 

ita sumtum, ut evanescat posito <p = 0; sicque habebimus 


intégrale est 


f 


dcp sin. cp 1 j a-\-b 


a-\-bc,o$.cp b a-\-b cos. ç? 


COEOLLÀKIÏÏM 2 

263. Formula autem a A *™** v transformatur in - fe - 
integrale per solutionem problematis exbiberi potest 


rr — t , unde 

o(a -f- o cos. cp ) 7 


f 


dtp cos. (p 


+ b cos. 9 > 


cp a Ç dcp 

b b J a + baos.cp 
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SCHOLION 1 

264. Integratione hac inventa etiain huius formulae <p) n intégrale 

inveniri potest existente n numéro integro; quod fingendo integralis forma 
commodissime praestari videtur: 


ac reperitnr 


f d( p_ = + m r 

J (a + 6 cos. cpf a + 6cos. cp ' J 


dcp 


a + lcos, cp 


A 


- b 


aa~ib 


et m = 


aa — lb ’ 


Sx 


(A + B cos. cp) si n. gp 

(a + h cos. qp) 3 (a -f b cos. g?) 2 


dcp 


+"/< 


dtp 


reperiturque 


A = 


-b 


B _ 


-bb 


aa~bb’ ■ 2 a(aa~bb) f 


m = 


(a + 6 cos. <p) 2 

2aa + bb 
2 a(aa — bb) 


similique modo investigatio ad maiores potestates continuari potest, labore 
quidem non p arum taedioso. 

Sequenti autem modo negotium facillime expediri videtur. Consideretur 
scilicet formula generalior --- - ~~ zr ac ponatur 

® (a -j- 6 cos. rp) +1 

Ç dtp (f+g cos. p) __ .Asm. tp C -f Ccos. tp) 

J (a + b cos. tpj n+T ~ (a + b eos. <p) n ' J ( a + b cos. çp) n 


sumtisque differentialibus ista prodibit aequatio 

f 9 cos. (f — A cos. cp (a -f- b cos. cp) -f- nAb sin. tp 2 -)- (B -j- G cos. tp)(a + b cos. cp), 

quae ob sin. tp 3 = 1 — cos. tp s hanc formam induit 

— f — g cos. tp -f- Abcos.cp 3 
-j-nAb + -4» cos. cp — nAb cos. tp 3 
-j- B a + J5& cos .tp-\- Cb cos. cp 3 
+ Ca cos. tp 


unde singulis membris nihilo aequatis elicitur 


A = 


ag — bf 


B = 


af — bg 


et 


' n(aa—bb)’ ^ aa — bb 
Leonhaubi Eulbei Opéra omnia In Institntiones calculi integralis 


p_ (w— l)(CTff — Sf) 
n(aa — bb) 1 


20 
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ita ut kaec obtineatur reductio 

Pdy(f+ffcog-y) 

J (g + b cos. y )* +1 

(ag-bf) sin. cp 1 fd<p (n(af- Ig) + (» - D <fl9 - bf) cos- y ) 

~~ n(aa-bb)(a + bcos.<p) n ^ n(aa-bl)J (« + b cos. yf 

cuius ope tandem ad formulam pervenitur, cuius intégrale 

Te bh — aJc Ç dgp 
b y ' b J a + b cos. <p 

ex super iorib us constat. Perspicuum autem est semper fore k = 0. 

SCHOLION 2 

265. Occurrunt etiam eiusmodi formulae, in quas insuper quantitas ex- 
ponentialis e a,p angulum ipsum y in exponente gerens ingreditur, quas quo- 
modo tractari oporteat, ostendendum videtur, cum bine xnetbodus reductio- 
n nm supra exposita maxime illustretur. Hic enim per illam reductionem ad 
formulam propositae similem pervenitur, unde ipsum intégrale colligi poterit. 
In bunc finem notetur esse j e r,,p cl cp = A e a,p . 


PROBLEMA 30 

266. Formulae differentialis dy = e“ v dy sin. y" intégrale investigare. 

SOLUTIO 

Surnto e a ' l 'd<p pro factor e differentiab erit 

y = sin. y” — ~ Je a,f d<p sin. y"" 1 cos. y; 

simili modo reperitur 

C f lf dcp sin. y" -1 cos. cp 

= A e a,p sin. y" -1 cos. cp — Aj^ f p dep ((« — 1) sin. y” -3 cos. y 2 — sin. y”), 
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quae postrema formula ob cos. (p 3 = 1 — sin. (p 3 reducitur ad bas 
(n — 1 )J& tt ‘ p d(p sin. cp n ~ 2 — n j e" ,p dcp sin. cp n , 

nnde habebitur 

J*i f't’dcp sin. <p n — e a tp sin. tp n — e rt ,p sin. (p n ~ 1 cos. cp + — — J” v d < SP” -2 

— ~~J‘ e ’ a<p d ( p sin.(p n . 

Quare hanc postremam formulam cum prima coniungendo elicitur 

n e a '/ , gin.œ ,1_1 (asiii.œ — «cos.œ) . «(»— l) /»_,„• , ■ «_a 

J^e a<p d(p sm . cp y n + àrçdJ e * A 9 ma -9 ■ 

Duobus ergo casibus intégrale absolute datur, scilicet n = 0 et n— 1, eritque 

/» 1 li /» , ■ e alp (ccsm. (p — cos.cp) . 1 

et fe^dy sm.y a J +ï + ^+ï 

atque ad bos sequentes omnes, ubi n est numerus integer unitate maior, 
reducuntur. 

COROLIARIUM 1 


267. Ita si n — 2, acquirimus banc integrationem 


1 • 2 


/» , . „ e 0 "''sin.<p(asin. q> — 2 cos. 9) , 1-2 ^ 

Je a,p d<psm.(p =- att +-4 -T a («« + 4) e «(«« + 4)’ 


at si sit n — ?>, istam 

^ , . „ e“ f /’sin.(p 2 (K sin. cp — 3 cos. <jp) , 2 • 3 e“^(o: sin. cp cos. <p) 

Je^dcp sm. y' + («« + !)(«« + 9) 


+ 


2-3 


(aa + i)(aa + 9) 
integralibus ita sumtis, ut evanescant posito cp = 0. 

COROLLÀBIUM 2 

268. Si igitur determinatis boc modo integralibus statuatur acp 
ut e a,p evanescat, erit in genere 

/ f,pd( P sin - ( f = ï£çïlf f9d V sin ‘ ^ 

20 * 


CO, 



156 LIBRE PEIOEIS PAES PEIMA SECTIO PEIMA CAPUT V § 268-271 [171-172 


hincque integralia pro isto casu acp — — cv> erunt 
ffr d9 — ±, fe">d<p 

fe-'dcpün.c,’-——, 


J't i a i'd(p siu. (p z 


1-2-3 


S***? ,ilL ,(.. + 4)(!a+ 16) ’ ™-9» S - f„, + + 9)(«« + S6) 


(c« + l)(«a + 9) ’ 
1-2. 3-4-6 


COROLLARIUM 3 

269. Quare si proponatur haec sériés infinita 


erit 

seu 


1 , 1-2 1-2-3-4 1 ■ 2 - 3 ■ 4 - 5 - 6 , , 

S ' au + 4 ' (au + 4)(aa + 16) (eut + 4)(«« -f- 16) (aa + 36) ’ 

s = — aj't f r d<p(l + sin. cp 2 + sin. y> 4 + sin. y 6 -\- etc.) 


s 



e a vd(p 

cos. <p 2 


posito post intégration em a<p = — cv>. 


PROBLEMA 31 

270. Formulae differentialis e a,p d(p cos. <p n intégrale investigare. 

SOLUTIO 

Simili modo procedendo nt ante erit 

Je av d(p cos ,<p n = ~ e “ 9 ’ cos. (p n + ~~J' ea ' f d(p sin. cp cos •cp n ~ 1 , 

C f' r d(p sin. <p cos. cp n ~ 1 

-^d“ e sin .cp cos. y" -1 — ^ Je^dcp (cos. <p n — (n — 1) cos. <p n ~ 2 sin. cp *) , 


tnm vero 
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quae postrema formula abit iu 

— (n — 1)^6 ffdcp cos. cp n ~ % J r n f i cos. cp n , 

ita ut sit 

cos. <p n — e a * cos. y" + £ e a » sin. cp cos. y- - 1 + / è“**SP cos. /' 8 

— — Ce a(p dœ cos. œ”, 

««J J 

unde colligimus 

fovdœcoa a> n - + + cos.y”-*; 

jera<fCOB.<p — «« + «« T aa+ wwJ T r 


bine ergo casus simplicissimi sunt 

fe^dcp =“7 e “’’+ C '» ffdqt cos.y — 

ad quos sequ entes omnes, ubi n est numerus 


(ce cos. y + sin. y) ^ q 
a a + 1 


integer positivus, redncnntur. 


S0H0LI0N 


271. Casibus simplicissimis notatis alia datur via intégrale formularum 
propositarum, quin etiam buius magis patentis e aq, d(p sin. y™ cos.çp" eruendi. 
Cum enim productum sin. <p”' cos. (p n resolvi posait in aggregatum plurium 
sinuum vel cosinuum, quorum quisque est buius formae M sin. X<p vel 
Mco&.Xcp, integratio reducitur ad alterutram barum formularum e^dcp sin. X<p 
vel e aif d(p cos. l(p. Ponamus ergo /U/j = co, ut babeamus 


e a<l> d(p sin. Xcp = 



dœ sin. co 


et 


e alf d(p cos. lq> = 



do cos. co, 


quarum integralia per superiora ita dantur 

ri — m Xe * " (cc sin. co — Icos. co) XeP'Pju sin. 1 cos. Ay) 

Je 1 dœ sin.co= a a + ii aa + n 

le TU, (Kcos.(o jjà. co) Ae^peos. Ay + Asm, Ay) __ 
Je* d coCOS.co=- -fîl ~~ «« + AA 
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Si in genere statim loco sin. 9 et cos. 9 scripsissem sin. A 9 et cos. X (p, hac 
rechictione non fuisset opus, sed quia hic nihil est difficultatis, brevitati con- 
sulendum existimayi. 



CAPUT TI 


DE EVOLUTIONE INTEGRALIUM 
PER SERIES SECUNDUM SINUS OOSINÜSVE 
ANGULORUM MULTIPLORUM PROGREDIENTES 

PROBLEMA 32 

272. Intégrale formulée j r~ ^ P er m ' im secundum sinus angulorum 
multiplorum progredientem exprimerez 


SOLUTIO 

Cum sit more consueto per seriem 

- — 1 — n cob. w *4" r? cos. y 2 — w 3 cos. cp z -j- n 1 cos. cp 4 etc. , 

l + n cos. (p 

potestates cosinus in cosinus angulorum multiplorum convertantur ope foi- 
mularum in Introduction e 1 ) traditarum ac primo pro potestatibus imparibus. 

cos. cp = cos. y, 

3 1 

cos. (p 3 = -T- cos. (p -\ — J- cos. 3 cp, 

cos. (p* = cos. cp + -jjr cos. 3y + 'ïô' cos - 5<P » 

cos. (p 1 = cos. (p + -|j- cos. % + cos - 5( ? + -QÏ cos< 7 C P * 

cos. «>• - iM eos - T + m cos - *9 + S cos - 6 9 + sis “ 8 - 7 9 + 2 Ï 0 oos - 9 9 ’ 


1) Introductio , 1. 1 cap. XIV; vide etiam notam p. 76. 
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ubi notandum est, si ponatur in genere 
cos .(p u ~ l = A cos. cp 4 B cos.3y + O cos. 5 cp -f JD cos. 7 (p + Æcos. 9<p 4 . etc., 


fore 


6 10 14 4 1 — 2 


B 


A = 2 • — — _ * “ \ — l) 2 

~~ 2-4-6 2r _ = 2 n ' r ï' T* T "T X — ’ 

- — ^ A ri 2 . , TV 1 ■ 3 y y ~ X — 4 

W A ’ Dmm T+ ï°> ^-ïqpî-» etc. 


Pro paribus vero potestatibus est 

COS. (p° = 1, 

COS. <p 8 = ■ 

3 , 4 


1 , 1 0 

-g- + — cos. 2 9 ), 


cos. y 4 = cos. 2 (p + cos. 4 (f , 

cos. y 6 - - jÿ- + ~ cos. 2 y + -A. cos. 4 <p + -~ cos. 6 y , 

cos. cp = — + -jgg cos. 2 (p + cos. 4 (jp + ~ cos. 6 y + JL cos. 8 y . 
In genere autem si ponatur 

cos , cp 1 — 1 H- «B cos. 29 + g cos. 4 cp 4- 2 ) cos. 69 + g cos.8y> + etc., 


erit 


S5 


§t=r lL 8,5,,, ( 2 i^4) a=a _1 6 10 14 41—2 

2 *4-6 •••••. 2 A, 2 2 *~*’ 2 ' 3 4 * ‘ * ^ 

21 % $_J-2„ rc * 

l-t- 2 " 0 ’ © = t 


^ 1 


Quodsi nunc isti valores substituante, erit 

1 


i+ï~’ "~î+î a - ot '~ 


— 1 _ 


1 + n cos. 9 0 

noo s.^^co S . 2 y -^ C os. 3 ^ 


+-f ww -T %S +4-^ 


+^ 4 -42 


4-—n* 

* 32 n 
1 30 s 


16 

35 

64 


W 


n 1 


1 15 - 
+ » 8 n 

^ 12 8 % 


6 5 

21 7 
— 6 T W 

84 » 

266 n 


+ T 2» 0 

+ Î 28 W 


16 

7 7 

— 04 V 

36 9 

296 W 
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unde patet, si ponatur 
1 


1 + ncos.cp 


= A — B cos. (p + C cos. 2 (p — JD cos. 3 cp + E cos. 4z<p — etc., 


esse 


seu 


A = 1 + J^nn + -|-« 4 + + etc.. 


A A I 1 3 I 1,3 4 I 1-3-5 6 . 1 -3-Ô-7 a I J. 
^-1 + T“ +FÏ B +ÏTT?” +F4T6T8’ 1 + 6t0 " 


sicque evidens est esse 


]/(l — nn) 


Simili modo est 

•d . 3 . . 10 5 . i 2 / 1 . . 1-3 4l 1-3-5 6| ,\ 

B = « 4 T ^ 3 + + etc - - ü- W l + 27î n + Ï71~6 n + etc ‘J 

ideoque 


B = — 


n V]/(i — nn) > 

Verum et hune valorem et sequ entes facilins lioc modo definire licet. Cum sit 
— — — = A — B cos. (p 4 C cos. 2cp — JD cos. 3(p F cos. 4 cp — etc., 

1 *"T~ ft COS. Cp 

multiplicetur per 1 4 n cos - et quia 

cos. <p cos. lep = -4 cos. (A — 1 )cp + J- cos. (A 4- ty ( P> 


fiet 

1 = A 


Beos, y 4~ Ccoa.2(p 


D cos. 3<p 4- EcosA(p — etc., 


-f- An 
-\B« + \Cn 


Bn 

JDn 


+ i On 

4- -y JBw 


I)n 

Fn 


unde, quia J. iam definivimus, reliqui coefficientes ita determinantur 


JE — ' iI> -On F: 


2 JB — 2 An 
n 

2E — Dn 


n 


n 


JD = 


2 G-JB 


n 


n 

2F -En 


n 


etc. 


Leonhardi Eueeri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 
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His igitur coefficientibus inventis intégrale facile assignatur; nam cum sit 

fd<p cos.Ay == ySin.Ay, 


habebinms 

f *<p 
J l + ncos.<p 


= A<p — B sin. (fi + ~ O sin. 2 (fi - y D sm. 3 (p + \E sin. 4 (fi — etc., 


quae sériés secundum sinus angulorum (fi, 2 <p, 3 q> etc. progreditur, uti desi- 
derabatur. 


COROLLARIUM 1 

273. Primo patet banc resolutionem locum babere non posse, nisi n sit 
nnmerus unitate minor; si enim n > 1, singuli coefficientes prodeunt imagi- 
narii. Sin antem sit n = l, ob 1 + cos. (fi = 2 cos. y y 2 erit intégrale 


r dv . r 

J 1 + COS. (P J ( 


-dcp 


cos. \ cp ' 2 


tang, 


1 

ï* 


274. Cmn sit 


A = 


|/(1 —nn) 


COROLLARIUM 2 
et B = 

M/ fl — 1 


»Y( i — nn) 



reliqui coefficientes G, B, E etc. seriem recurrentem constituant, ita ut, si 
bini contigui sint Pet Q, sequens futurus sit ~ Q — P 1 ). Iiinc, cum aequa- 

tionis = — 1 radices sint quisque- terminus in bac forma 

continetur 


a 




i 


COROLLARIUM 3 

275. Quia autem in nostra lege non A sed 2 A sumitur, posito X — 0 
prodire debet 2 A ideoquè 


2 

l) Oum sit (§ 272) C=~B — 2 A, sériés recurrens révéra incipit termino P; cf. § 275. 

L. S. 
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cc + (3 


Y( 1 — ww) ’ 


deinde facto A = 1 fieri debet 


u + p («-<3)]/(l -nn) 2 — 2]/(l — ww) 

w]/(l — ww) 


n 


un de 


Ergo 


a — (3 


a = 0 et (3 


Y( 1 — ww) 
2 


)/(l — nn) 


sicque quilibet terminus praeter A erit 


2 / l — ~)/(l — mp A* 

V n * 


Y Y — nn) 


COEOLLA.EIUM 4 

276. Coefflcientes ergo evoluti ita se babebunt 

1 


A = 
B = 
G = 
D = 

-F = 
(? = 


]/(l — ww) 

2 — 2 1/(1 — nn) 
w ]/(l — ww) 

4 — 2 ww — 4 ]/(l — w«) 

WW 1/(1 — ww) 

8 — 6 ww — 2(4 — ww)]/(l — ww) 
w 3 ]/(l — ww) 

16 — 16ww-(- 2w 4 — 2( 8 — 4ww) ] /( l — ww) 

«*■)/( 1 — ww) 

32 - 40ww + 10w 4 — 2(16 - 12ww + w 4 ) ]/(l — n w) 
w 5 ]/(l — ww) 

64 — 96ww + 36w 4 — 2w 6 — 2(32 — 32ww+6w 4 )]/(l — w w) 

w 6 ]/(l — ww) 


etc. 


21 * 
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COROLLÂRIUM 5 

277. Quia n< 1, hi coefficientes plerumque facilius determinantur per 
sériés primum inventas, scilicet 

i - 1 i + + H* - + rrî- 1 - + œ B * + etc - 
* (i + r + P5*‘ + ïxï»‘ + ïttfIs"' + et 4 


B 


4-6-8 

3-4- 5-6 a , 3 • 4 ■ 5 • 6 • 7 • 8 


O - i»’(l + §^«‘ + r67T8 ,, ‘ + 2- 6 -4*8*ô* 1O** 0 + 


etc. 


D. 


»‘( 1 * * +rl»’ + vrïUô' , ‘ + 


2- 8-4-10- 6 -12 
5- 6-7- 8 -9-10 


+ etc.), 


+ - 5 ' 6 ‘ 7 ~ — — — n 6 4- etc.) , 

Jlj ~ 8 n 2-10 W ' 2-10-4-12™ ' 2-10-4-12- 6-14 ~ /’ 


F ■ 


1 «A, , 6-7 g ( 6 * 7 -8*9 4 , C-7-8-9 - 10-11 g 


2-12-4-14 
etc. 


2.12-4-14- 6 -16 


+ etc.) 


SCHOLION 

278. Cum ex Ris valoribus sit 


I r 


d(p 


n cos. (p 


A(p — Bsin.cp -j- y Csin.2(p — -^-X)sin.3f/> + j JSsin.4 (p — etc., 


in hac sérié terminus primus Acp imprimis est notandus, quod crescente 
angulo cp continuo crescat idque in infinitum usque, diun reliqui termini 
modo crescent modo decrescent; neque tamen certain limitera excedunt, nam 
sin. Xcp neque supra + 1 crescere neque infra — 1 decrescere potest. Cum 
deinde hoc intégrale supra inventum sit 

1 . n 4- cos. w 

— Ang. co s. — — , 

y(l — M3l) 1-j-WCOS. Cp 

sériés ilia huic angulo aequatur. Quare si hic angulus vocetur œ, ut sit 

da>-*$3 & L - ww -), 

1 + n cos. (p 
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erit 


hincque n -f- cos. cp — cos. co 


cos. co = 


n + cos. cp 


1 + w co s. cp 

— n cos. cp cos. (o = 0, ex quo est vicissim 


cos. cp 


cos. cd — n 
1 — n cos. co ’ 


quae formula cum ex ilia nascatur sumto n negativo, erit 


et 



d(o ]/(l — nn) 
1 — n cos. a 


- = Aœ 4- B sin. co + CJ sin. 2co + — D sin. 3co -f- — JSsin. 4 cp -f- etc. 

]/(l ~nn) 2 3 4 

Quia vero est 

“ = Aœ — JS sin. œ + - (7 sin. 2œ — — D sin. 399 + - JB sin. Acp — etc., 

*]/( 1 — ttw) 2 3 4 


ob - — - = A babebimus 

]/(l - ntt) 

0 = j3(sin. co — sin. y) + y C^sin. 2co ■+ sin. 2ç>) + ij" D (sin. 3co sin. 3<p) + etc. , 


cuiusmodi relationes notasse iuvabit. 


PROBLEMA 33 

279. Intégrale fornndae dq>(l + ncos.cp)'' per seriem secundum sinus angu- 
lonmi multiplorum ipsius <p progredientem exprimere. 


Cum sit 


SOLUTIO 


(1 -f n cos. (p) v = 1 + y n cos . 1 + 2 ~ n 2 cos ' 9 >S "t" 


v(v— l)(v— 2) g 


1-2-3 


w 3 cos. cp 3 -]- etc., 


si ponamus 

(1 + ncos.(p) v = A + Bcos.y + Ccos.Vcp + Dcos.3 9 ) 4 - JScos.4çp + etc., 
erit per formulas supra indicatas 
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A - 1 + . I». + . n|„* 

1 1 . 2 • 3 * * • 6 2 * 4*6 

V v(v — l)(î/ — 2) 1-3 , . v(v~l)(v~2)(v — 3)(v-4) 1-3-6 4 . , \ 

7T + - 7T~7 n n 1 o o T K 2-4-6 w 




quae sériés ita clarius exhibentur 


1 *2*3*4*5 


a i t v i v — l) 2 , v(v — l)(V — 2) (i/ — 3) 4 . v(v — l) . . . (v — 5) 6 , , 

Â = 1 + - Va ; n + hriT + - VsTTT^b ■ n + etc> ’ 

I_g = -n 4- 8 . y(y-l)(v-2)(y-3)(y- 4) B , t 

2^ 2 W+ 2-2-4 n+ 2 • 2- 4 • 4 - 6 ^ + etc. 


Inventas autem his binis coefflcientibus A et JB reliqui ex bis sequenti modo 
commodius determinari poternnt. Cum sit 

vl{ 1 + ncos.cp) = l(A + F cos . cp + Gcos.2cp + Dcos.3 cp + ü7cos.4<p -|- etc.), 

sumantur differentialia ac pei’ — dcp dividendo prodit 

vn sin. y B sin. cp -)- 2 G sin. 2 95 -f- 3 D sin. 3 cp + 4_Z?sin. 4<p -j-etc. 

1 +ncos. cp A -{-B cos.cp + CcosAcp -p D cos. 3 <jp + E cos. 4: cp -f etc. 

Iam per crucem multiplicando ob 

sin. A cp cos. <p=j sin. (A + l)cp + 4 sin. (A — l)cp 
et 

sin. cp cos. A <p = j sin. (A + l)cp — ~ sin. (A — l)<p 
pervenietur ad banc aequationem 

0 = Bsïn.cpA- 2Gsm.2cpA- 3D sin. 39 -j- 4JE&mAcpA- £>Fsm.5cp + etc., 



H 5 " 

+4^ 

+!■»* 

+4-®» 

+ T°* 

+ 4^ 

A- j En 

+!*■« 

+4^ 

* — y An 

~~ J- Bn 

~ 4 Gn 


-^En 

+j g * 

+ ~Bn 

+ y Æ» 

+ï r 

+ T<*» 
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unde hae sequuntur determinationes 

( v + 2) Gn + 2 B — 2 vAn = 0 
{y + 3 )Dn + 4(7 — (v — l)Bn = 0 
{y + à) En + 6JD — (V — 2)Cw = 0 
(y + 5 )Fn + 8 JE — (y — 3 )Bn — 0 
(V -J - 6) Crw -j- 10 .F — (î 7 — 4) En — 0 


,, 2 v An— 2 B 

(y + 2)m- 

(v — 1) JBn — 4 0 
V = " 

„ (v — 2) Gn — 62) 
(v + 4 )n 

(y — 3 ) U 'il — 8 E 
(y + 5) n 

r — (y—±)E n — loF 

(y + 6 )n 


ubi si superiores valores pro A et JB substitu&atur , reperitur 


6 = 4w V 2 . 2 • 4 ' H 2-2-4. 4^6 ^ 2 • 2 -4 • 4 • 6 • 6 ■ 8 ^ /’ 

- n b jA - 2v{v — l)(v — 2) 2-3 v(v- i)(y ~B(y-J)(y^J) n » + ûtù ) 

JJ — o n l 2*2-4* 4-~6~ _ ‘ 2*2-4*4*6-6*8 / 

F _ -, fl V l-2-3^-l)(^-2)(^-3) 2 • 3 • 4»(v — !)••• (y — 5) ftI + ^ \ 

ÆJ lb« ^ 2-2-4-4-6-6-8 ' 2-2-4-4-6-6-8-810 ’ 

etc. , 


unde forma sequentium serierum colligitur. 

His autem inventis coefficientibus erit intégrale quaesitum 

fdcp(l + n cob. <p) r = Â(p + Bsm.(p + j Csin. 2y -f j D sin. Sep + j EsinAep + etc. 


COROLLARIUM 1 


280. Ad similitudinem harum serierum pro C, B, E etc. datarum etiam 
valor ipsius B ita exprimi potest 


J5 = 2n 4 + 


v(v - 1 ) (»-«) n 2 + v(r-i)&-*)(y-*)(v-Jï n e + etc 


2-2-4 


2 • 2 • 4 • 4 - 6 


-)■- 


sériés autem pro A inventa formam babet singularem in hac lege non com- 
prebensam. 


168 LIBRI PRIORIS PAES PRIMA SECTIO PRIMA OAPÜT VI § 281-284 [182-183 


COROLLARIUM 2 

281. Si sériés A et B inter se comparemus, varias relationes inter eas 
observare licet, quarum baec primo se offert 


An + jB = 


v(v - 1) , , v(v- l)(-t>-2)( V -3) 4 
1 H ^ 2- 4-4-6 

y( y -l)-(v-5)^ + e tc. 

' 2 • 4 • 4 • 6 • 6 • 8 


quae a sérié A tantum secundum denominatores differt. 


COROLLARIUM 3 


282. Ponamus = N } ut sit 

N- rf + v A=£n‘ + + etc. , 


2-4 


2 • 4 • 4 • 6 


A== i . + v(v -!)(»-- 8) W 4 + etc. 

Quodsi iam n ut variabilis tractetur, differentiatio praebet 

)(»-* 

2-4-4 


ÉE == 2 + + etc. = 2 A. 

ndn 2 


Cum igitur sit 
erit 


dN= * U-ndn + Bdn + 2nndA + n dB _ 2 And 
v -|- 2 

2rMwdî« = 2nndA -|- IMn + ndB. 


COROLLABIUM 4 

283. Ex dato ergo coefficiente A coefficiens B ita per integrationem 
inveniri potest, ut sit 

Bn — ^f (rAndn — nndA), 
vel erit etiam ex ilia forma 

B — - J* Andn — 2 Mw , 

ubi notandum est posito n = 0 intégrale Ç Andn evanescere debere, quia 
hoc casu B evanescit. 



183-185] DE EVOLUTIONE INTEGRALIUM PER SERIES SINUÜM COSINUUMYE 169 


SCHOLION 

284. Sériés pro litteris B, G, B etc. inventas etiam seqnenti modo per 
continnos factores exprimere licet 


B-v»( X + & ~ ~ ' 8) n' + (” ' ~ »> ( l ~ «> P»» + Fn > + etc.). 

a - . n j(l + fr-^- 3 ) ».+ Ü JV+ Pit’+etc.), 

l + fe=fifez*> H’+ (—!°<r 6) J»‘+ ‘"y w+ek), 

+ ©tc.^, 


D 

E 


V"*(y — 2) w 3 

f • -"3 T 


2 • 8 


4 * 10 


3) (v — 4)(v — 5) 2 (v— 6)(o/— 7) p 2 . — p a 

' 1 ■ ■ • 4 YV i+ 2ÔLÔ 4 T Ï2 _ ^ + “ 


(v — 8)(z/ — 9) 


6 • 14 


î;...(v~4) w 6 A I (^— 6)(v— 6) 2 1 (v— 7)(v— 8) ^ 0 , (v— 9)(v — 10) -n 2 , , \ 

— rrnr i - ü»( 1+ ^ -« . W ”+ A **'+ >» < f,r + etc -) 

etc., 


nbi in qualibet sérié littera P terminum praecedentem integrum dénotât. 
Atque ope serierum istarnm coefficientes plerumque facilins inveniuntur qnam 
ex lege ante tradita, qua quisque ex binis praecedentibus determinatur. Quin 
etiam baec lex defectn laborat, qnod, si v fuerit nnmerus integer negativus 
praeter — 1, quidam coefficientes plane non definiantur, quos ergo ex his 
seriebus desumi oportet. Ita si fuerit v = — 2, erit B — y An = — 2 An et 


<7 = 



4-5 

2~-"6 


n 2 + 


4 ■ 5 • 6 ■ 7 
2 • 6 • 4 • 8 


n* + 


4 • 5 ■ 6 • 7 • 8 • 9 , 

tvB 

2 • 6 • 4 • 8 • 6 • 10 



si sit v = — 3, erit C= — Bn et 


P = 


4-5 n 8 A 


6 • 7 

A-ls 


W 2 + 


6 ■ 7 • 8 • 9 
278410 


+ 


6 • 7 • 8 • 9 • 10 • 11 
2 • 8 • 4 • 10 • 6 ■ 12 



si sit v — — 4, erit P 
5-6-7 ' 


(7w et 




1-2-3 


8 \ “ 2 «10 


n 2 + 


8*9*10*11 


2-10-4-12 


n A + 


8 -9* 10 -Il -12. 13 
2 -10-4* 12- 6-14 


n 1 


“J- etc.^j \ 


si sit v = — 5, erit E = — En et 


6 -7-8*9 » 8 /i 10 il 

“ — ï * 2 ty . 4 ’ lé \ ‘ 2 rnr 


a , 10*11.12.13 4 t 10 
^2 *12 *4*14 “2 


•11.12*13.14.15 g . 1 \ 

•12.4.14*6.16 n + etc *j 


et ita de reliquis. 

Leonhardi Eulebi Opéra omnia In Instilutiones calculi integralis 
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170 LIBRI prioris pars prima 


SECTIO PRIMA CAPÜT VI § 285-286 [185—186 


EXEMPLUM 1 

285. Formulas dq>(l-\- nc,os.(f) v intégrale evolvere, si v sit numerus mtegcr 
positivus. 

Posito 

(1 ncos.(p) v = A + Bcos.cp + (7cos.2</> + Dcos.3y + E cos. 4</> + etc. 
pro singulis yaloribus exponentis v habebimus, 

1 ) si y = l: AL = 1, B~n, <7=0 etc.; 

2) si„~2: A-l + jn’, 5-2», 5-0 etc.; 

3) si» -8: ^-l + l»’, 5-3»(l + i»*), C-|V, 5 “T»'. 

E = 0 etc. ; 

4) si » — 4: + 5-4»(l+l»‘), O- 8»’ (l + }»’)’ 

D = w s , E = \n\ F= 0 etc. 


Hi autem casus nibil habent difficultatis. Ad usum sequentem tantum iu- 
yabit primum terminum absolutum À. notasse : 


si v = 1 , 

A = l, 


si v = 2, 

4 1 1 2-1 . 

^ = 1 + 2V2< 


si y = 3, 

> j * 3 * 2 2 


CO 

t— 1 • 

II 

4 . , 4-3 . . 4-3-2 

^ ~ 1 ÎT2 W "^2-2-4 


si v = 5, 

, . , 5-4 2 . 5-4-3 

^-l + 2 . 2 »’ + 2 . 2 .4 


si ?/ — 6, 



si v = 7, 

‘2*2 ~ 2 • 2 • 4 



6 ■ 5 • 4 • 3 • 2 • 1 , 

2 2 4 • 4 * 6 • 6 ^ * 

7-6*5. 4-3*2 6 
2 • 2 - 4 • 4 • 6 • 6 


etc. 
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EXBMPLUM 2 

286. Formulae — intégrale per seriem evolvere. 

Posito 

t — — t- = A + B cos. cp + (7cos.2œ + Dcos. 3(p + -Beos. 4œ + ©te. 

(1 -f n cos t t t t 

ex praecedentibus formulis ponendo v = — p erit 

A -) , #*0*4-1) „S I ^0* + l)(ft + 2)0t+3) 4 . ^(ji + 1) • • • (;i + 5) 6 , , 

A-1+ j-£-M + g' 2- T- 4 + 2 ~2 • 4 "• 4 - 6 • 6 W 6 ^’ ’ 


B = -fin( 1 + „« + £ g + 8 j(g±i ) + fr - 1 5 )0*± 6 ) p*« + etc.), 

(7 = Kp + 1) ,^i _j_ 0+2)0 + 3) w3 Q+4)Q + 5) p w j Q + 6) Q + 7) p^ s + etc ^ , 

n* + iV + etc.) 


P P-0 + l)0 + 2) ^ Q+3)Q + 4) ^ 8 p + 6) p + 6) 


1-2-3 


2-8 


etc., 


ubi ut ante in quaque sérié P terminnm praecedentem dénotât. Hi autem 
coefflcientes ita a se invicem pendent, ut sit 


et 


p __ — ?J0 — D C Andn — 2 An 
n J 

s"t 2 P + 2 ij. A il y-* 4 G -j - (p "b 1] Bti -rp 6 P + (p + 2] Gn 

p — 2 )n ’ p— -3 )n ’ p— 4)w ’ 

8P + p 4- 3) Dn ^ 10-P -j- p -4* 4^JEln -rr 12 (r-f- p + tfyFn 

[fi — 5 )n ’ p — 6 )n ’ ( p — 7)n 

etc. 


Ubi incommodo, quand o p est numerus integer, supra iam remedium est 
allatum. Hic igitur praecipue investigamus, quomodo coefflcientes cuiusque 
casus ex casu praecedente determinari queant, quod ita fieri poterit. Cum sit 


ponatur 


(1 + n eos. cp) fl 


: A -fl- B cos. (p +- P cos. 2 (p +- B cos. 3 cp —b etc. , 


(1 + n cos. cp) 1 


^ = A! +- B' cos. cp +- C"cos.2y +• D'cos.3(/> +-' etc.; 


22 * 
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haee igitur sériés per 1 + »cos.y multiplicata in illam abire debet; est autem 

productum _ . , 

A! -|- B'cos.g)~{- (7 cos. 2^ + JD cos. 3<jp -b 

+ A'n +^B'n -{-—C'n 

■ +±B'» + jCT» + J&» +T Jsrw 


unde colligimùs 


5 


T)' 


, 2(A-A') 


w ’ 


a(0-<r)-y» /=a 2(J— IQ-. g» etc>; 

n ’ • » 


dummodo ergo coefficiens ^1/ constaret, sequentes -B', O , T) etc. haberenins. 
Yideamus igitur, quomodo ./T ex .d. determinari posait; quia est 

A^U ftO » . * 1 ) + M» + l)fr + *)(P+J} „* + etc. , 

= p . G» +i)Q*+ a) 0* + 1)0* + 2)0* + 3)0 +4) ^ + etc _ ? 

tractetnr n ut variabilis ac prior sériés per n fl multiplicata differentietur , ut 
prodeat 

d. An-" 1 . Kf* + l)O t + 2 ) w« + i 1 **0* + 1 )(ft + 2 )(> t + 3)Q + 4) ,,+a ■ etc 

Æ» r n ~r 2 • 2 ~ 2- 2 -4-4 ’’ 

quae sériés manifesto est = /nn f ’~ i A'; quocirca A’ ita per A determinatur, 
ut sit 

,, i.4# ^ . ndÀ 

A — = A + 


d. 

Cum igitur pro casu /u = 1 invenerimus A = 

1 


[idn 


A! 


|/(1 — nn) (1 — nn)^ (1 — ■ nnfi 

Hic iam est valor ipsius A pro t u = 2, unde ob — = 3n 


]/(l — nn) 
nn 1 


i d j4. 


dn (1 — nn) 


erit 


A= 3wm 


dn (1 — nn) 
1 -\-\nn 


fiet pro ^ = 3 


. (1 — nn)i 2 ( 1 — nnfî (1 —nri)§ 
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Hoc modo si ulterius progrediamur, reperiemus, 


B = 

A 

1 

-Cl 

5 

1 

!-( 

^ = 2, 

A = 

l 

(1 — nn) ]/(l-«n) 

ce 

II 

A = 

1 + 4 - nn 

(1 — nn ) 2 ]/(l — nn) 

O 

II 

A — 

1 + - 1 nn 

(1 — w») 3 ]/(l — nn) 


A 

1 + 3«w + |w 4 

J\- 

(1 — MM) 4 y(l — nn) 


COROLLAEIÜM 1 


287. Eodem modo etiam reliqui coefflcientes B', C etc. ex analogis 
B, G etc. definientur eruntque omxies istae relationes inter se similes, scilicet 
uti est 

cl.An u j , ndA 


A' 


cl. »“ 


= A + 


ita erit 


d.Bn fl D . ndB 
B =— t — — — B-\~ 


d. w“ 


[cdn ’ 


C 


\idn ’ 

<L Gn fl __ 
cl. nt 


(7 + 


ndC 

lidn 


etc. 


COROLLARIUM 2 

288. Àt ante invenimus B’ = — , unde üet 

B’ 2 JA^b+^ 

li cln [icln 

hincque pBdn + ndB + 2dA = 0; multiplicetur per n u ~\ ut sit 

cl. Bn fl + 2n fl ~ 1 dA = 0 , 

unde integrando 

Bit = — 2 f W'-'dA — — 2 if- 1 A + 20 — l)f 'Ait^dn 
ideoque . . 

B Ü + fAm-H». 

n ~ nt< J 
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At ante [§ 286] habueramus 

B = — 2 An — 2 ^~ -— f. Andn. 


COROLLARIUM 3 

289. His valoribus aequatis obtinetur aequatio inter A et n, qua quanti- 
tas A per n determinatur; erit enim 

n -t‘ J n >l ~ 1 dA = An-\- f Andn , 

unde per duplicem differentiationem prodit 
(1 — 'nii)ddA-\- 


dndA _ _|- Ÿ)ndndA — "h l)Adn 3 — 0. 


S0H0LI0N 1 

290. Si bos valores ipsius A cum superioribus, ubi u erat numerus in- 
teger negativus, inter se comparemus, eximiaui convenientiam deprebendemus: 


Pro superioribus 


si v = 0, 

A ■■ 

= 1 

si fi = 1 , 

A = 

v = 1, 

A 

= 1 

11 

A = 

•y = 2, 

A 

i i 1 

= 1 + — nn 

fi = 3 , 

A = 

y = 3, 

A 

1 1 ^ 

= 1 + 

2 

jLl = 4 ? 

A = 

v = 4, 

A 

= 1 + 3 nn + -|-w 4 

0 

ta 

il 

A = 


Pro his formulas 
1 


]/(l —nn) 


(1 

— nn)Y(l — 

nn) 


1 + \nn 


(1 

-nn)*ÿ(l ~ 

-nn) 


1 -)- 1 nn 


(T 

-nn) s Y(l - 

-nn) 


1 + ?>nn + 1 - 

n 1 


(1 — nny ]/(l — n n) 


etc., 


unde concludimus, si fuerit 


(1 + w cos. (p) v = A -f B cos. (p + G cos. 2qp + etc., 
(1 + n cos. (p)~ v ' 1 = 51 «g cos. cp + © cos. 2 ç> + etc., 
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fore 


%■ 


A 


(l — nn) v ]/( 1 — n n) 


Quare cum pro casibus, quibus v est numerus integer positivus, yalor ipsius 
A facile defmiatur, etiam pro casibus, quibus est negativus, inde expedite 
assignabitur. 

SCHOLION 2 

291. Cum pro casu /u, = 1 supra valores singularum litterarum A, B, 
G, JD etc. sint inyenti, scilicet posito breyitatis gratia - 1 » ■■■ ~~ — — = m 


A 


B 


2 m ' 


]/(l — nn)’ ]/(l — nn) 

et in genere pro termino quocunque 

N- 


, G- 


2m x 


2 mm 


]/( 1 — nn) 


, D 


2w 8 


Y( 1 — nn) 


]/(l — nn) 


si pro simili termino casu /u, — 2 scribamus N', erit N' ■■ 
autem est 

d.Nn 2 m x . 2Xnm x ~ 1 dm 

+ 


d. Nn 
dn 


Nunc 


, dm 

tum vero — = 


dn n |/(1 — nn) 


dn (1 — d«]/(l — nn) 

, unde colligimus 


2m x _j_ 2 Xm x 2 m ; -(l + !]/(! — »»)) 

( 1 — «»)$ ' 1 — nn (1 — «») ]/(! — »») 


Quare si statuamus 


(1 + wcos. (p) 2 


A + Bcoa.cp + Ccoa.2(p + Dcos. 3<p + ÆJcos. &q> + e tc., 


erit 


A 


1 g ^ 2 w (! + ]/(!— nn)) q = 
(1 — nn)G (1 — mk)ï 


2m 2 (1 + 2 ] /(l — nn)) 
(1 — nrifî 


D = 


2« s (l -j-3 ]/(l— ««)) 
(1 — »«)$ 


etc. 
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Yerum si exponens fi fuerit numerus fractus, coefficientes A, B, G, B, E etc. 
liaud aliter ac per sériés supra datas definiri posse videntur. Primus autem 
A modo peculiari yero proxime assignari potest, quemadmodum in problemate 

sequente docemus. 


PEOBLEMA 34 

292. Pto evolutione formulât (1 -j- n cos. (p) v in huiusmodi seriem 
A + B cos. cp + G cos. 2 cp + B cos. 3 cp + E cos. 4 <p + etc. 
terminum absolutum A vero proxime de finir 6. 


SOLUTIO 

Cum necessario sit « < 1, sériés quidem supra inventa pro A convergit, 
yerum si n parum ab unitate deficiat, permultos terminos actu evolvi oportet, 
antequam valor ipsius A satis exacte prodeat, praecipue si v fuerit numerus 
mediocriter magnus tam positivus quam negativus. Quoniam tamen posita 
evolutione liuius fonnulae 

(1 + n cos. y) - ’" 1 =31 + 93 cos. <p + (£ cos. 2 <p + etc. 

y + 1 

a termino % ille A ita penclet, ut sit A= (l — nn) %{, pro hoc termino A 
inveniendo duplicem habebimus seriem 


, v(v i) o vp-l)p-2)p-8) 4 vp-l)p-2)p-3)(v-4)p-5) ,. , 

A ~ l+ ~2^~ n + 2.2+4 n + 2 2 4-4. 6 be M + aC '’ 


A — (1 — nnj 


1 _j_ ( i; + 1 )( y + 2 ) n i _j_ p + l)p + 2)p + 3)(v + 4) ^ 
2*2 2 * 2 • 4 • 4 


+ 


(y + l)Q + 2)(* + 3 Op + 4)P + 5 )(v + G) 0 , 

2 • 2 • 4 • 4 • 6 • 6 


quovis casu ea usurpari potest, quae magis convergit. Verum tamen quia 
reliqui coefficientes B, G, B, E etc. tandem convergere debent, bine alia via 
ad valorem ipsius + appropinquandi patet. 
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Quoniam enim hi coefficientes alternatim per pares et impares potestates 

ipsius n definiuntur, sumto angulo quocunque a erit 

• - 

(1 fi- n cos. àf — A fi- B cos. a fi- G cos. 2a fi- D cos. 3a fi- -E cos. 4a fi- etc. 
et 

(1 — n cos. af = A — B cos. a + C cos. 2a — JD cos. 3a fi- JE cos. 4 a — etc. 

His igitur additis prodit 

— (1 + » cos. a) v fi- -^-(1 — n cos. a) v = A -j- G cos. 2a fi- JE cos. 4a fi- Gr cos. 6a fi- etc.; 
ubi si pro a scribamns 90° — a, erit 

— (1 4" W sin. a) v fi- 4- (1 — n sin. a)”— .4. — G cos. 2a fi- JE cos. 4a — G cos. 6a fi- etc., 
2 2 

unde his additis semissis terminorum denuo tollitur. Formemus plures huius- 
modi expressiones ac ponamus brevitatis gratia 

-j-, (1 fi- n cos. cc) v fi- ^ (1 — n cos. a) v fi- (1 fi- n sin. a)” fi- ~ (1 — n sin. a) v = 81 , 

j(l fi- n cos. (3) r + j (1 — n cos. fi) v fi- ~ (1 fi- n sin. j3) r fi- j (1 — n sin. /3) v = 83, 

j (1 fi- n cos. ^) v fi- j (1 — n cos. y)* fi- j (1 fi- « sin - y)" + j (1 — n sin - ïJ = ® 

etc. 

et pro coefficientibus B, C, JD, E etc. scribamus respective (1), (2), (3), (4) etc., 
qno facilins terminos ab initio quantuinvis remotos repraesentare possimus. 
Habebimus ergo 

«= A fi- (4) cos. 4 a fi- (8) cos. 8 a fi- (12) cos. 12 a fi- etc., 

83 = A fi- (4) cos. 4/3 fi- (8) cos. 8/3 fi- (12) cos. 12/3 fi- etc., 
g <=> A fi- (4) cos. 4y fi- (8) cos. 8y fi- (12) cos. 12^ fi- etc. 

etc. 

Àtque hinc sequentes approximationes adipiscimur. 

Leonhardi Euleri Opéra orania lu Institufciones calculi integralis 23 
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Ergo 


I. Si capiamus 4 a — y seu a = 8 , prodit 

21 = A — (8) + (16) — (24) + etc. 
A = 91 + (8) -(16) + (24) -etc. 


Quare si termini (8) et sequentes ob parvitatem contemni queant, erit satis 
exacte A = 9t. 

II. Sumamus duas sériés ac statuainus 4a = -j- et 4/3 = ^-, ut sit a = ~ 
et /3 = g; erit 

cos. 4a -J- cos. 4/3 = 0, cos. 8a + cos. 8/3 = 0, cos. 12a + cos. 12/3 = 0 
et 

cos. 16a + cos. 16/3 = — 2, 

21 + » = 2 A - 2(16) + 2(32) - 2(48) + etc. 

A=~ (21 + 33) + (16) - (32) + etc. , 
ubi numeri (16), (32) plerumque tam erunt parvi, ut negligi queant. 


unde sequitur 
ideoque 


ITI. Àddamus très sériés ac statuamus 4 a ■ 
«-£. 0-T. r-S. eritque 


. 4/5 - 4 ^ 


5 7f 


, ut sit 


cos. 4a + cos. 4/3 + cos. 4y = 0, cos. 16a + cos. 16/3 + cos. 16^ = 0, 

cos. 8a -f- cos. 8/3 + cos. 8^ = 0, cos. 20a + cos. 20/3 + cos. 20;' = 0, 

cos. 12a + cos. 12/3 + cos. 12/ = 0, cos. 24a + cos. 24/3 + cos. 24 y = — 3, 

uude colligitur 

A - + $ + (S) + (24) - (48) + etc. 


IV. Si haec determinatio non satis exacta videatur, addantur quatuor 
eiusmodi expressiones 21, SB, (S, 2) sitque 4 a = 4/3 = - 8 *, 4/ = ^, 4d = ÿ 
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ac reperietur 


§1 + $ + £ + ® = 4A — 4(32) H- 4(64) - etc., 
ergo multo propius 

^=I(St-f- 23 + (£ + ©). 

* X 


COROLLARIUM 1 


293. Ex invento autem valore A sequens B satis expedite reperitur, 
cum sit 

B = _ 2(y + 2 ) r Andn „ 2 An. 

n J 

Quatenus ergo in A ingreditur membrum (1 + n cos. a) r vel (1 -\- nf) v , dum f 
omnes illos sinns et cosinus complectitur, inde pro B oritnr 


f n< ^ n 0- + n f) v — 2 n (1 -f- nf) v = 


2 — 2(1 — vnf)(l + nfy 
(v + 1 r)nff 


COROLLARIUM 2 

294. Cognitis autem coefflcientibus A et B quemadmodum sequentes 
omnes ex illis derivari possint, supra ostendimus. Iis vero inventis integratio 
formulae d(p(l + n cos. cp)" per se est manifesta. 


PROBLEMA 35 

295. Intégrale formulae d<pl(t + n cos. cp) per seriem secmdum sinus angu- 
lorum cp, 2 cp, 3 cp etc. progreclientem evolvere. 

SOLDTIO 

Cum sit 

1(1 -f n cos .cp) = n cos. q> — -^-w 2 cos. c/> 2 4 n 3 cos. (p 3 — ~n A cos. gf + etc., 

erit his potestatibus ad simplices cosinus reductis ^ 
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((1 + *«.?)- + f i»’co a .3y— ;-|»*co S .4 y + etc. 


1 1 


i.iy+I.JU' 

2 2 M ' 3 4 


I A 

4 ' 8 


^ 4 + 


1 10 . 
I" 16 

A — 

7 " 64 


w 


1 4 4 

— W 

4 8 

1 15 6 

— « 

6 32 


+ i'.— w 6 
^ 6 16 


.i.iV+4-fV 

6 32 T 

-I.“V 

8 128 


Quare si ponamus 

1(1 + n cos. <p) = -A + B cos. <p—C cos. 2? + D cos. 3 y — etc. 


erit 


i == I.ü! 4 .i^.A 1 + 1:AA . A + A;A:|a 7 n * + «te. ; 

2 2 ‘2-4 4^ 2-4-6 6 2 • 4 • 6 • 8 8 


considerato ergo numéro n ut variabili erit 


ndA 
. dn 


_i BB+ ^** + i-;» B * +0 tc. 


1 • 3 • 5 


ïïinc 


(Ll = 


2-4-6 

dn 


|/( 1 — «») 


1. 


d n 


n 


V(i — «») » 


unde integratio praebet 

4 _ J l-Vtj--»”) _ f », + o - 1 2 — 2 1/(1 ~ ”" ) ; 

tî w 


boc enim modo evanescente n fit A — l 1 = 0. 

Tum vero erit 

1 j-* 1 , 1-3 »*, 1-3-5 n 6 

- 5 — 2 w + 2 ; 4 • 3 + -g . 4 . g • 5 


etc., 


unde differentiatio praebet 


nndJB 1 . . 1-3 , , 1-3-5 

— nn -f- — n + 


2dn 


2-4 

1 


dB 


2-4-6 

dn 


n° etc. = 


]/(l — nn) 


dn 


nn ]/(l —nn) nn 


ergo 



181 
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et integranâo 

l ' — V(l — nn) . l , n 1— ]/(l — w») 

Y -0- " n ' n n 

integrali ita determinato, ut evauescat posito n = 0. Quocirca pro binis priniis 
terminis habemus 


A = l 


2 — 2 ]/(l— Jtw) 


et 5 = 


2 — 2 ]/(l — 


nn 


ut sit A = At pro reliquis differentiemus aequationem assumtam 


- wdy sin. y — gin> , 2 Cdœ sin. 2w — 3-Ddy sin. 3 y + 4 sin. 4 <p — etc. 

1 + W COS. <jp 


seu 

0 = w 5 sin. «> + 2 C sin. 2 œ — 3 D sin. 3 cp + 4 J7 sin. 4 (p — etc. 

l+M COS. (p 

Quare per 2 + 2» cos. cp multiplicando prodit 

0 = 2wsin.q> — 2J5sin.y + 4(7sin.2ç> — 6 D sin. 3 y 8I£sm.4<p etc., 

— Bn +2 Gn — SDn 
-\-2Cn —3 JDn + 4_Ew —5Fn 


unde colligimus 

B — n 


„ 4C-Bm „ 6D-2Cw X7 _8 E-BDn 

G — , I) 5 ^; — , •&— rn > ■*“' 


3n 


4n 


5 w 


Cum igitur sit J5 = - — — — ? erit 

2 — »w-2]/(l -ww) geu C r == 


c - 


nn 


/i — t/(i— n«) y 


tum vero 


j= 4 (UM)*, 2 f _*^=sâ)‘ > 


etc. 


i- T/fl - mh) erit 

n 

l (1+ n cos. y ) = — l y *» cos. 9 — m 2 cos. 2 y + 1- to 8 cos. 3 r/> — - jm 4 cos. 4 y + etc. 


Hinc, si brevitatis gratia ponamus 

,2 w , 2 2 o - , 2 » « 2 



182 XijBRl PRIORIS PARS PRIMA SEOTIO PRIMA CAPÜT VI § 295 -296 [199 

icleoque integi’ale qnaesitum 

d<pl( 1 + n cos. (p) = Const. — (p l ~ -|- y m s ^ n ' ( P X w * s * n ' ^ 

+ |w’sin.39> — ~» 4 Bin.4y + ™f»* B sm.6ç» — etc. 

COROLLARIÜM 

296. Quodsi ergo ponamus » — 1, erit to = 1 et 

2 2 2 2 

i(l + cos. y) = — 12 -f y cos. </> — J cos. 2 (p + - g cos. 3 tp — 4 cos. 4c/) + etc. 
et 

2 2 2 2 

Ü(1 — cos. </>) = — £2 — y cos. <p — -- COS. 2 <p — "■ cos. 3 (p — - cos. 4r/> — etc. 
Oum iam sit 

1 1 

1 + cos. <p — 2 cos. r- a> 2 et 1 — cos. </> = 2 sin. </) 3 , 

X a 

erit 

1 lll 

l cos. — (p <=> — Z2 -f cos. cp — - ~ cos. 2 <p -|- , cos. 3 <p — - cos. 4 (p etc. 

et 

.1 i l i 

l sin. — </> = — <! 2 — cos. r/3 — cos. 2 cp — cos. 3r/> — cos. 4 <p — etc., 

2 2 il 

hinc 

1 2 2 2 

Ztang. — — — 2 cos. c/) — -- cos. 3 c/> — cos. fuc — cos. 7 <p — etc. 

2 o 5 7 



CAPUT YI1 


METHODUS GrENERALIS 

INTEGrRALIA QUAECUNQUE PROXIME INVENIENDI 

PEOBLEMÂ. 36 

297. Formulae integralis cuiuscunque y =/ Xdx valorem veto proccim 
indagare. 

SOLUTIO 

Cam omnis formula integralis per se sit indeterminata, ea semper ita 
determinari solet, ut, si variabili x certus quidam valor, puta a , tribuatur, 
ipsum intégrale y =fXdx datum valorem, puta b, obtineat. Intégration 
igitur boc modo determinata quaestio bue redit, ut, si variabili a? abus quicun 
que valor ab a diversus tribuatur, valor, quem tum intégrale y sit babiturum, 
definiatur. Tribuamus ergo ipsi x primo valorem parum ab a discrepantem, 
puta * — a + a, ut a sit quantitas valde parva, et quia functio X parum 
variatur, sive pro x scribatur a sive a + a, eam tanquam constantem spectare 
licebit. Hinc ergo formulae differentiabs Xdx intégrale erit Xx + Const. = y; 
sed quia posito x = a fieri debet y = l et valor ipsius X quasi manet im- 
mutatus, erit Xa + Const. -b ideoque Const. -6- X«, unde _ conseqmmur 
y __ i x(x — a). Quare si ipsi x valorem a + « tribuamus, babebimus valorem 
convenientem ipsius y, qui sit = 6 + P\ ac iam simili modo ex hoc casu de- 
finire poterimus y, si ipsi x tribuatur abus valor parum superans « + «; 
posito igitur « + « loco x valor ipsius X inde ortus denuo pro constante 
haberi poterit indeque fiet y = b + /? + X(x-a-a). Hanc igitur operationem 
continuare bcet, quousque lubuerit; cuius ratio quo melius perspiciatur, rem 
ita repraesentemus : 
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si 

x = a, 

fiat 

N 

II 

k 

et 

y 



si 

x = a', 

fiat 

X= A' 

et 

y 

= ?/ = b -f- A (et — 

a), 

si 

x — a", 

fiat 

H 

II 

• et 

y 

= b" =&' + A' (a" — 

<0, 

si 

x = a"', 

fiat 

X = A'" 

et 

y 

= &"'= &"+ A" (a'"- 

a") 


etc., 


ubi valores a, a', a", a'" etc. secundum differentias valde parvas procedere 
ponuntur. Erit ergo b' = b + A(a' — a), quippe in quam abifc formula in- 
venta y = b + X(x — à) ; fit enim X = A, quia ponitur a? = a; tum vero 
tribuitur ipsi x valor — a', cui respondet y = ?/; simili modo erit 
1)"= l’-\- A' (a" — a'), tum V = b" + A" (a"' — a") etc., uti supra posuimus. 
Restituendo ergo valores praecedentes liabebimus 

b' = b A(a' — a) , 

V — & -f. A(a' — a) + A' (a," — a'), 

= b + A(a' - a) ■+ A’ (a" - a') H- A"(<ï" — a") , 

V" = b + A (a' -a) -j- A! {a" - a) + A" (a"’ ~~ a") + A"'(a"" - a") 

etc., 

unde, si x quantumvis excedet a, sériés a, a", a'" etc. crescendo continuetur 
ad x et ultimum aggregatum dabit valorem ipsius y. 

COROLLÀRIUM 1 

298. Si incrementa, quibus x augetur, aoqualia statuantur, scilicet a, ut 
sit a,' — a- {-a, a" = a- \-2a, a"’ — a -\- l\a etc., quibus valoribus pro x sub- 
stitutis functio X abeat in A', A", A'" etc., atquo ultimes illorum valorum, 
puta a na, sit ~ x, horum vero X, erit 

y - b + a(A + A' + A" + A'" -| 1- X). 

COROLLARIUM 2 

299. Yalor ergo integralis y per summationem seriei A, A', A”, •■■X, 
cuius termini ex formula X formantur ponendo loco x successive a, a -f- a, 
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a + 2a, • • • a + na > eruitur. Summa enim illius seriei per differentiam a 
multiplicata et ad b adiecta dabit valorem ipsius y, qui ipsi x = a na 
respondet. 

COEOLLAEIUM 3 

300. Quo minores statunntur differentiae, secundum quas valor ipsius x 
increscat, eo accuratius hoc modo valor ipsius y definitur, siquidem termini 
seriei A, A', A" etc. inde etiam secundum parvas differentias progrediantur; 
nisi enim hoc eveniat, ilia determinatio nimis erit incerta. 

COEOLLAEIUM 4 

301. Haec ergo approximatio ex doctrina serierum ita explicatur. 

Ex indicibus 

a, a', a", a'", ■ ■ ■ x 

formetur sériés 

A, A', A", A'", ■ ■ ■ X, 

cuius ergo terminus generalis X ex formula differentiali cl y = Xdx datur. 
Tum in hac sérié sit terminus ultimum praecedens 'X, respondens indici 'x 
hincque nova formetur sériés 

A(a'-a), A' (a" -a'), A" (a "-a"), • • • 'X («-'*); 
cuius summa si ponatur = 8 , erit intégrale y =J > Xdx — b + S proxime. 

SCHOLION 1 

302. Hoc modo integratio vulgo explicari solet, ut dicatur esse summatio 
omnium valorum formulae differentiali s Xdx, si variabili x successive omnes 
valores a dato quodam a usque ad x tribuantnr, qui secundum differentiam 
dx procedunt, hanc differentiam autem infinité parvam accipi oportere. Similis 
igitur haec ratio integrationem repraesentandi est illi, qua in Geometria 
lineae ut aggregata infinitorum punctorum concipi soient; quae idea quem- 
admodum, si rite explicetur, admitti potest, ita etiam ilia integrationis expli- 
catio tolerari potest, dummodo ad vera principia, uti hic fecimus, revocetur, 
ut omni cavillationi occurratur. Ex methodo igitur exposita utique patet 
integrationem per summationem vero proxime obtineri posse neque vero 

Leonhàedi Eulëri Opéra onmia lu Institutiones calculi integralis 
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exacte expediri, nisi difîerentiae infinité parvae, hoc est nnllae, statuantui. 
Àtque ex hoc fonte tam nomen integrationis, quae etiam summatio vocari 
solet, quam signum integrahs / est natom, quae re bene explicata omnino 

retineri possnnt. 

SOHOLION 2 

303. Si pro singulis intervallis, in quae saltum ab a ad x distinximus, 
quantitates A, A', A", A'" etc. révéra essent constantes, intégrale fXdx 
accurate inrpetraremus. Eatenus ergo error inest, quatenus pro singulis illis 
intervallis istae quantitates non sunt constantes. Àc pio piimo quidem inter- 
vallo, quo variabilis x a termino et ad et pi’ocedit, A est valox ipsius X 
termino et conveniens, alteri autem termino a respondet A ; un de, quatenus 
non est A'= A, eatenus error irrepit. Cixm igitur in istius inter valli initio 
sit X — A, in fine autem X = A', conveniret potius medium quoddam inter 
A et A' assumi, id quod in correctione huius methodi mox tradenda obser- 
vabitur. Intérim hic notasse iuvabit pari iure pro quovis intervallo valorem 
tam finalem quam initialem capi posse, ubi simul hoc perspicitui', 1 ) si altero 
modo in excessu peccetur, altero plerumque in defectu errari. Ex quo hiixc 
binas expressiones eruere licet, quarxxm altéra valorem ipsius y nimis magnum, 
altéra nimis parvxxm sit praebitura, ita ut illae quasi limites veri valoris 
ipsius y constituant. Quemadmodum ergo rem repraesentavinxus § 301, valor 
ipsius y =f Xdx intra hos duos limites continebitur 

l _|_ A (a'- a) + A' (a" -a’) + A" (a'"— a") + • • ■ + 'X(x — x) 
et 

l + A (a' — a) + A" (a" -a') + A"'(a"'— a") + • • • + X(x — 'x), 
quibus cognitis ad veritatem propius accedere licet. 

SCHOLION 3 

304. Iam notavimus intervalla ilia, per quae x successive increscere 
assumimus, ideo valde parva statui debere, ut valores respondentes A, A'> 
A" etc. parurn a se invicem discrepent; atque hinc potissimum iudicari 
oportet, utrum ilia intervalla a' — a, a " — a', a'" — a" etc. inter se aequalia 

l) Quae sequuntur non valent, nisi orescente x funotio X aut continuo erescit aut eontinuo 
deorescit. L. S. 
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an inaequalia capi conveniat. Ubi enim valor ipsius X mutando x parum 
mutatur, ibi intervalla, per quae x procedit, tuto maiora constitui possunt; 
ubi autem evenit, ut ipsi x levi mutatione inducta functio X vehementer 
varietur, ibi intervalla ruinima accipi debent. Yeluti si sit X = — 1 

perspicuum est, ubi x proxime ad unitateru accedit, quantumvis parvum inter- 
vallum, per quod x augeatur, accipiatur, functionem X maximam mutatiouem 
pati posse, quia tandem sumto x = 1 ea adeo in infmitum excrescit. His 
igitur casibus ista approximatione pro eo saltem intervallo, in cuius altero 
termino X fit infinita, uti non licet; sed huic incommodo facile remedium 
affertur, dum formula ope idoneae substitutionis in aliam transformatur vel 
dum pro hoc saltem intervallo peculiaris integratio instituitur. Yeluti si 


proposita sit formula 


xdx 


pro intervallo ab x = l — w ad æ = 1 ilia 


methodo intégrale non reperitur, at posito x = 1 — z, quia termini ipsius s 
sunt 0 et co, erit g quantitas minima, unde formula erit > •G--*- 


l/(3 2 — 32 2 -f 2 S ) _ YZz‘ 

pro intervallo illo praebet partem integralis Qnod 

omnibus huiusmodi casibus adhiberi potest; ipsam autem 


2 y z 


cuius intégrale 
artificium in 

methodum descriptam aliquot exemplis illustrari opus est. 


EXEMPLUM 1 

305. Intégrale y = fx”dx ita samtum, ut evanescat posito x = 0, proxime 
exhibere. 

Hic est a = 0 et b = 0, tum X = x n ; iam valores ipsius x a 0 crescant 
per communem differentiam a, ut sint 

indices 0, a, 2k, 3k, 4k, - x, 

sériés 0, 2*a n , 3 "a", 4 # a’\ • ■ • x n , 

et terminus ultimum praecedens est (x — a)", quare integralis 

y = ( x n dx — — Æ n + 1 

limites sunt 

K(0+ K"+2 n K K + 3' i K n + ' • • +(*—«)*) 

6t «(<*"+ 2\**+ 3V + • • + X”), 

24 * 
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qui eo erunt 
erunt limites 


arctiores, quo minus intervallum a accipiatur. 
0 + l + 2’ l +3”+4" • • • +(* — 1)" 


et 


1 2 " + 3 ” + 4 " + • • • + «"; 


Xta si a — 1, 


si sumatur a — ~ , erunt limites 

_i_(0 _j_ 1 + 2 W + 3” + 4“ + h (2 a; — 1)") 

et 

—^(1 + 2” +3 n +4"H- • • • + (2a;)”) ; 
ac si in genere sit a = -^, erunt limites 

-^(0 + 1 + 2 H + 3” + 4” + • • • + (*»* “ 1)") 
et 

^(l + 2"+3”-f 4” + f («*)"), 


quorum hic ilium superat excessu J, undo patot, si nu mer us m sumatur in- 
finitus, utrumque limitem verum integralis y *=■ H ^ t *" 1 1 *wo praebiturum 
valorem, 


COROLLAR1UM 1 

306. Seriei ergo 1 + 2" -f 3” + 4" + f (ma;)” sumina oo propius ad 

■(wix) n+1 accedit, quo maior capiatur numerus m; quare posito mx — g 

huius progressionis 

1 + 2” +3" +4” + M” 

summa eo propius ad accedit, quo maior fuerit numerus e. 

COROLLARIUM 2 

307. Ex priore autem limite posito mx = z eadem quantitas - f + 1 

proxime exhibet summam huius seriei 

0 + l + 2 ,1 +3” + 4”+ • • • + (*-!)”, 
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tmde medium sumendo erit accuratius 

l + 2"+3 n + 4" + • • • +(*“!)"+ = 

seu addendo utrinque ~z n habebimus 

1 -f 2'"' + 3” -f 4” + • • • -f = —tt z n +1 + 7f ^ proxime, 

fl 1 A 


quod cougruit cum iis, quae de vera kuius progressionis summa sunt cognita. 


EXEMPLUM 2 

308. Intégrale y = ita sumtum, ut evanescat posito æ = 1, proxime ex- 
hibere. 

Erit ergo a — 1 et & = 0, unde, si ab a ad a; intervallum progressionis 
statuatur = a, erunt 

indices a, a -{-a, a + 2a, u+3«, •••æ 

et ' 

termini seriei ( a + 2 ^p * * ‘ ? = X ’ 

ubi ter min us ultimum praecedens est ^ — X. Cum nunc nostrum inté- 

grale sit 

y i — (jî-i)»»- 1 ’ 
eius valor intra hos limites continebitur 


et 


Ci ( 1 + (i +<*)» + (1 + 2a)» (1 + 3a)» ^ (* — «)") 

“ ((1 + a)» (1 + 2 a)" (1 +3«) n *"«*)' 

Quare posito a = ^ erunt hi limites 

m " ~ 1 + KTïr + kW + + ' ‘ ’ + («*«-!)*) 


et 


m ’ , ' , (slïr* + 5rp) i+ 


1 . 1 i 

,?i i ( *** i A\n l 


(m + 1)» (w + 2)» ” r (m + 3)» ^ (ro + 4) 


(m x)”)’ 
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qui, quo maior accipiatur numerus m, eo propius ad valorem integralis 
i ’ L accedunt. Notandum autem est casu w = l intégrale fore = lx. 

n - 1 (n — l)œ” _1 


COBOLLAKLUM 1 


309. Quodsi ponamus mx — w + ut sit a: — ~ , prodibunt hae pro 


gressiones 


et 


C» + (m + 1)“ ( m + 2) n (m +ï- ï> ) 

' #_1 (( w + 1)« "*■ (m + 2)” (m + 8)" ^ (»» + *)*) ’ 

quaruxn summa alterins maior est, alterius minor quam 


m n 


m n 


1 


m 


1 


(HÎ-t-Jï)’ 1-1 — 


« - 1 (» — 1)0» + (« - 1) (»» H- *)" ■ 1 ’ 

casu autem « = 1 haec expressio abit in l (1 + . 


COROLLARIUM. 2 

310. Oum prior progressio maior sit quam posterior, orit 

1 1 1 , - 1 _ ^ (m + a) n - t — m n ~ l 

m” (m + 1)” (m + 2)" " l 1 (m + e — 1)" ^ (n — 1 ) m n ~ 1 (m a)" ~ 1 ’ 

1 . 1 . 1 j , 1 . (m-\-s) H - i — m n - t . 

(m + 1)” (m + 2)“ (m 8)" "* ‘ (m + a) 71 ^ (n — 1) m n ~ 1 (m a) n ~ 1 ’ 

addatur hic utrinque ibi vero (^r g yi et sumatur medium aritmneticum 
erit exactius 


_l _L 

« » J- 1 V» r 


m 


* + 1 


+ 


(m + l) w r (m + 2)” r (m 4- 3) ri T (m + z) n 

__ (2 m + n — 1) (m -f &) n — (2 0 + 2 m — n -b 1) w" 

2(w — l)m 7 *(m + ^) w ? 

quae expressio casu n - 1 abit in *(l + £) + + ^ +7r 
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COROLLÂRIÜM 3 

311. Ponatur z = mv et habebimus sequentis seriei sumraam proxime 


expressam 
- + 1 


1 (2mj-n — l)(l + E) n — 2m (l + «) + n — 1 

♦»*(!+«)* “ 2 (n — l)m"(l + v) n 


m” ~ (m + 1)» “(m + 2)” 1 
et casu n = 1 

1, 1 , 1 , , 1 _ 1( , , \ , 2 +t> 

m _ ^m + l"^ - m-|-2~^" »t+m« ' ' 2m(l-}-u) 

unde, si v = l, erit proxime 


et 


1 ( 1 ( 1 ! | 1 2 n {2 m 4- n — 1) — 4 m + n — 1 

m» (m + 1)* ' (m + 2)" ^ 2V ” 2» +1 («— l)m B 

- 1 - _j 1 1 1 f -L «= Z2 + 

m ~ m + 1 1 m + 2 1 2m 1 4m 


COROLLA.RIUM 4 

.312. Hinc nascitur régula logarithmos quantumvis magnorum numerorum 
proxime assignandi, dum sériés vulgares tantum pro numeris parum ab uni- 
tate differentibus valent. Scribamus enim u pro 1 +• ® babebimus 


lu = |- 


+ 


m • m + 1 
unde lu eo accuratius definitur, quo 


J L _L_ 

m + 2 ~ 'mu 
maior sumatur 


1 u 

2 mu ’ 

numerus m. 


EXEMPLUM 3 

313. Intégrale y = f-r* - iia sumtum, ut evanescat posito x = 0, proxime 

o “ C C “J” CO 00 

exprimere . 

Hoc intégrale, ut novimus, est y = Âng. tang. — , ad quem valoiem pioxime 
exhibendum est a — 0 et b = 0; si ergo valor ipsius * ab 0 per dififerentiam 
constantem a crescere statuatur, ob X = 7 C œ erun ^ e ^ us va ^ oies 

pro indicibus 0, a, 2a, • • • * 

1 c _ > 4 £ ^ 

c"’ ce + «« ’ cc + 4««’ cc + ææ’ 


sériés 
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cuius terminus ultimum praeeeilens est 'X 


‘ cc + (x — a)* 


Quare iutegralis 


nostri y = Ang. tang . ~ valor proxime est 


/+_ , g J_ C — 
a \c ' cc-\-aa r cc + iaa 


H — + 


-«Y*)’ 


ce + (x — «j 

alter vero proxime minor, quia hic est nimis maguus, est 


a 


c . i ± L i | p — - — ^ . 

, " 1 /i o _L A /v r/ ^ P P. — I— 9 (Ÿ CL 1 1 ccA~xxJ 


,cc + cccc cc-^&acc cc^-dcccc 


Inter quos si medium capiatur, ibi a-~-, hic vero adiiciendo pro- 

pius erit 


:(- + 

\cc 


° : + rrArr + * 


; + 1~ 


ù 


cc + cca ‘ ec+iacc * cc+daa 1 1 cc + xxJ 

~{~xx/ c 2 c(cc^rxx) 


- Ang. tang. f + f (7 + = A n ë- *“8- A + îS$£+ 


Pro hoc ergo angulo valorem proxime verum habemus 

Ang. tang. i - ac (i + j+- + + • • • + ~J 


cc (2 cc -J- xx) 
2e\co + xxŸ 


qui eo minus a veritate discrepabit, quo minor fuerit a numcrus ratione ipsius c. 
Quodsi ergo pro c numerum valde magnum sumamus, pro a unitatem accipere 
licet, unde posito x = cv erit 


Ang. tang. u - c + + ~ + « “J + + - + -T 


— 


2 + w 


ï +1 ce + 4 cc+ { 
idque eo exactius, quo maior capiatur numerus c. 


\-ccvv) 2c(l -\-vv) 


COROLLARIUM 1 

314. Si ponamus c = 1, quo casu error insignis esse debet, fiet 

Ang. tang. v ==> 1 +- + — î— 4. — — 1 1 | +: ry . 

6 6 “ 1 + 1 ‘ 1+4 ^ 1 + 9 ^ ^ l + vv 2 (l+»t>) 
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Sit v = 1; erit Ang. tang. 1 = ~ = 1 -|- y — T = T 71 = 3, quod non 

multnm abhorret a vero. 

Si ponamus c = 2, prodit 


Ang. tang. v « 


:2 (— + — 1 - 
\4 ^4 + 1 


+ 


+ 


4+4 1 4+9 


+ - + 


4 + 4t>iv 


2 + w 
4(1 +vî?)’ 


unde, si v — 1, colligitur Ang. tang. 1 = = 2 (+++jn+++q) T = 

31 

sicque n — ^ = 3,1 propius accedens.. 


31 

ïô 


COEOLLAEIUM 2 

315. Sit c = 6 eritque 

Ang. tang. « = 6 (1 + + jêfi + - + sëq^e™) 


2 + vv 

12 (l+«û)’ 


unde, si v = y et 0 = y, oritur 


Ang. tang. 


: C (36 36 + 


1 ~ 36 + 4 r 36 + 9/ 


Ang. tang. j = 6 (~ + 3 ^— + ^ i R ) 


+ 

19 

120 ’ 


3 

20 ’ 


At est Ang. tang. y + Ang. tang. y = Ang. tang. 1 — y • Ergo 


3T 


12 


36 ^ 37 ' 40 ' “ iR 


37 


1063 


695 


15 120 1110 40 888 


seu 


695 

71 222 


— 3,1306. 


COEOLLAEIUM 3 


316. Sin autem ibi statim ponamus 0 = 1, erit 



unde fit n — 3,13696 multo propius veritati; plurium scilicet terminorum ad- 
ditio propius ad veritatem perducit. 

Lkokhuu» Euleki Opéra omnia lu Institutiones calculi integralia 25 
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PROBLEMA 37 

317. Methodum ad integralium valores appropmquandi ante expositam pcr- 
fectiorem reddere, ut minus a veritate àberretur. 

SOLUTIO 

Sit y = fXdx formula integralis proposita, cuius valorem iam constet 
esse y=b, si ponatur x = a, sive is sit clatus per ipsam integrationis con- 
ditionem sive iam per aliquot operationes incle derivatus; ac tribuamus iam 
ipsi x valorem parum superantem ilium a, cui responclet y = b, tum vero 
fiat X = A, si ponatur x = a. In superiori autem methodo assumsimus, dum 
x parum supra a excrescit, manere X constantem = A ideoque fore 

J* Xdx = A(x — a). 

A.t quatenus X non est constans, eatenus non est J Xdx = X(x — a), sed 
révéra habetur 

f Xdx — X(x - a) -f (x — a)d X. 

Ponamus igitur dX=Pdx eritque 

f(% — a)dX = fP(x — d)dx, 

et si iam P = quamdiu x non multurn a excedit, ut constantem spec- 
ternus, habebimus 

J P(x — à)dx = -- P(x — a) 8 

sicque fiet 

y =/ Xdx = b + X(x -a) - P(x - a) 2 , 

qui valor iam propius ad veritatem accedit, etsi pro X et P ii valores capi- 
antur, quos induunt vel posito x = a vel posito x — a -\- a, maiore scilicet 
valore, ad quem hac operatione x crescere statuimus; ex quo laine, prout vel 
x = a vel x = a + « ponimus, geminos limites obtinebimus, inter quos veritas 
subsistit. Simili autem modo ulterius progredi poterimus; cum enim P non 
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sit constans, erit 

J ‘ P(x — a)dx = -- B(x — «) 3 — — a) 2 dP, 

unde, si statuamus dP = Qdx, erit 

— afdP = J ' Q(x — ajdx = y $(a; — d) 3 , 
siquidem Q ut quantitatem constantem spectemus, ita ut sit 

y =/ Xdx — & + X(rr — a) — P(æ — a) 2 + ^ Q(® — a T- 

Eadem ergo methodo si ulterius procedamus, ponendo 
dy „ dX n dP 0 d<3 


X = 


dæ 1 


i>_« *_f«, s « ete . 

dx ^ dx dx dx 


mvemraus 

y=,b + X(x-a)-±-P(x-ay + -^Q(x-a) a 


2-3-4 


Il (x — af 


+ 


2 - 3 - 4 -5 


8(x — d) 5 — etc. , 


quae sériés vehementer convergit, si modo x non multum superet a, atque 
adeo, si in infinitum continuetur, verum valorem ipsius y exhibebit, siquidem 
in functionibus X, P, Q, B etc. valor extremus x = a + a substituatur. Msi 
autem eam seriem in infinitum extendere velimus, praestabit per intervalla 
procedere tribuendo ipsi x successive valores a, a', a", a w , a"" etc. ac tum 
pro singulis valores litteris X, P, Q, B , S etc. convenientes quaeri oportet, 
qui sint, ut sequlintur: Si fuerit 


fiat 


tum vero sit 



X = 

a, 

a', 

a", 

a'", 

d IV , 

d v etc. 


X = 

A, 

A', 

A", 

A w , 

A l \ 

A v etc. 

clX _ 
dx 

P = 

B, 

B', 

B", 

B"', 

B L \ 

P v etc. 

dP 

dx 

<2 = 

G, 

0', 

G", 

G’", 

C l \ 

G y etc. 

dQ_ __ 

dx 

B = 

B, 

B', 

B", 

P'", 

D' y , 

D y etc. 


etc. ; 


y = l, b', V, V”, V etc., 


26 * 
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quibus constitutis erit, ut ex antecedentibus colligere licet, 

V = & + A! ip! — a ) — (a' — af + -J C'(a' — a ) 3 

— -J-D' (a' — « )* + etc. , 

24 N 

1" _ y + A" (»"- a' ) - f B" («" -«' )■ + ï C"(“" - )’ 

-±-D"( a " — a' ) 4 + etc. , 

24 x 

V-V + A”(a"-a") - ±B>" - «7 + J Cr(«-_ «")■ 

_lxr(o'"— a")‘+ etc., 

r = 5"' + 7t iv (a' v — «'") - jj5> IV - a'7+ } C* V (« ,T - a'") 8 

etc. 

24 N 7 

etc., 

quae expressiones eousque continuentur, douée pro valore ipsius x quantum- 
vis ab initiali a discrepante valor ipsius y obtineatur. 


COBOLLARIUM 1 


318. Haec igitur approximandi metliodus eo utitur theoremate, cuius 
veritas iam in Calcuïo DifferentialV ) est demonstrata: quodsi y eiusmodi fuerit 
functio ipsius x, quae posito % = a fiat =!>, ao statuatur 


dy TT d A p dp y. 

dx ~ > Tx~ ' dx ~ V ’ 


dx 


U etc., 


fore generaliter 


y - 5 + X(* - a) - |P(* - «) 2 + j Q(x - à f - 4 ll(x - af 
+ ~%-a) 6 — etc. 


l) Instihdiones calculi differcnUalis , partis posterions Cap. III; vicie ctiam notam p. 41. 

L. S. 
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COROLLÂRIUM 2 

319. Si hanc seriem in infinitum continuare vellemus, non opus esset 
valorem ipsins x parum tantum ab a diversum assumere. Yerum quo ista 
sériés magis convergens reddatur, expedit saltum ab a ad x in inter valla 
dispesci et pro singulis operationem bic descriptam institui. 


COROLLARIUM 3 


320. Si valores ipsius x ab a per .differentias constantes = a crescere 
faciamus sitque ultimns a na = x, ita ut, si fuerit 


fiat 


indeque 



X = 

a , 

Cl 4“ 

ci — J- 2 oc f 

ci — f- 3 a , * 

• • x, 



A, 

A', 

A", 

A'", ■ 

• • X, 

dX 

dx 

= P = 

B, 

B’, 

B", 

B"', ■ 

• • P, 

dP 

dx 


G, 

G', 

G", 

G"', • 

■ • Q, 

dQ 

= P = 

D, 

B’, 

B", 

B"’, ■ 

• • B 

dx 

etc. 







y = 

b, 

b', 

r, 

b'", ■ 

• • y, 


erit pro valore x — x omnes sériés colligendo 

y = h -)- a ( A ' + A" + A'" + • * • + 

_* *(£' + B" + B"' + ■■■ + ?) 

+ ~a\C' +C"+ (T + --- + Q) 
6 x 

_JL «VD' + D"+D'"+--- + i2) 

24 v 

etc. 
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SCHOLION 1 


321 Demonstratio theorematis Oorollario 1 memorati, cui baec methodus 
approximandi iimititor, ex natoa differentialium ita instruitur. Sit y functio 
ipsius ®, quae posito x = a fiai et quaeramus valorem ipsius y, si ® 

utcnnqae excedat a. Incipiamus a valore ipsius maximo, qui est *, et per 
differentialia descendamus atque ex differentialibus patet, 


si fuerit x 
x — dx 
x — 2 dx 
x — 3dx 


fore y 

y — dy + ddy — d s y + d*y —etc. 
y — 2dy + 3ddy~ 4 d'y + 5d*y — etc. 
y _ $dy + 6 ddy — 10 d'y + 1 — etc. 


x — ndx 


niy + ^+Jhdy 


1-2 


n [ n -|- 1 ) (« -r 2 ) yüy 


+ 


±*K*,± y -- etc. 

1 • 2 • 3 • 4 J 


Ponamus uunc x — ndx — a] erit n — X ^ idooque numéros infini tu s ; tum 
vero valor pro y resultans per hypothesin esse débet — 1>, quamobrem 
habebimus 

7 _ (x — a)dy , ( x-afddy (x — afâïy , (x — afd'y _ nfr> 

0 ~ y dx 1 • 2(üæ 2 r 2 • 3 dx 8 1 ~ 1 • 2 • 3 • 4 dut 

Quodsi iaru statuamus 


dy y 

dx Xf 


d X p d JP 

dæ ’ dx h ’ 


dQ 

dx 


= /£ etc., 


reperimus ut ante 


</ = 5 + X(® — a) — j P(x — a ) 2 + jj — af — ^ li(x — a)* + etc. 


ïïnde patet, si x quam minime superet a, sufficere statui y = b -(- X(x — a), 
quod est fundamentum approximationis primum propositae, illius scilicet 
limitis, quo X ex valore maiore ipsius x definitur. 
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SGÏÏOLION 2 

322. Quemadmodum hoc ratiocinium nobis alterum tantum limitem supra 
assignatum patefecit, ita ad alterum limitem hoc ratiocinium nos manuducet. 
Scilicet uti ante ab x ad a descendimus, ita nunc ah a ad x ascendamus; 


si abeat a in 
a -“I - d a 
ci "h 2da 
ci — [~* 3da 


tum b abibit in 
b + db 

b + 2db + dclb 
b + 3 db + 3 ddb 4- d*b 


a + ndci 


b + ndb + '^^ddl + 




1-2-3 


- 4- etc. 


Sit iam a ■+ nda = æ seu n = et valor ipsius b fiet — y. Sint autem 

A, B, C, D etc. yalores superiorum functionum X, P, Q, B etc., si loco x 
scribatur a, eritque pro praesenti casu 


4 = 


db 
da 1 


ddb 
da ? 9 



etc. 


Quocirca habebimus 

y - b + A(x - a) + jB(x - ci)* + j C(x - a) 8 4- - a) 1 + etc., 


quae sériés superiori praeter signa omnino est similis; ac si x parum escedat 
a, ut b + A(x — a) satis exacte valorem ipsius y indicet, hinc alter limes supra 
assignatus nascitur. Quodsi autem progressum ab a ad x ut supra § 320 m 
intervalla aequalia secundum differentiam a dispescamus et termini in singu- 
lis seriebus ulthnos praecedentes notentur per 'X, T, 'Q, ’B etc., habebimus 
pro y quasi alterum limitem 

y = b 4“ « (4 4- 4' + 4 4" ■ ■ ■ ~b 


+ l.a 3 (B + B'+B"+“- + ' p ) 

À 


+ ± a *(C+C'+C"+--- + 'Q) 

+ ^„*(D + D'4-D"+... + 'R) 

etc. , 
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ita ut etiam in bac metbodo emendata binos babebimus limites, inter quos 
verus valor ipsius y contineatur. Propius ergo valorem assequemur, si inter 
bos limites medium aritbmeticum capiamus, unde piodibit 


y = b +• a {A +- A' -+ À" •+ b %■) a (4- + x ) + 

++a'(C + C' + O" + + Q) - O 1 (c + Q) + 

+A«>(jb+b'+*'+- + »)-h 6 «'(*+») + 


a’ (B- P) 


etc. 


Atque bine superiores approximationes tantum addendo membrum * a\B— P) 
non mediocriter corrigentur. 


EXEMPLUM 1 

323. Logarithnwm cuiasvis numeri % proxime cxprimerc. 

Hic igitur est y=f~> quod intégrale ita capitur, ut evanoscat posito 
o; = l; erit ergo a = 1 et b = 0 et X = ~ æ . Sumamus iam ab unitate ad x 
per intervalla = « ascendi, et cum sit 




P = 

dX_ 

dx 

1 

XX ’ 

0 - «l - 2 

h dx x a ’ 

II 

H ^ 

1! 

1 

r, 

- x i ’ 

pro indicibus 







x 

erit 

1, 


1 + a, 

1 + 2 a , 

1 -|- 3 a , 

X 

Z = 

1, 


1 

1 

1 

1 


l + « • 

l + 2a ’ 

1 + 3 « ’ 

X 

P= . 

__ i 


1 

1 

1 

1 


J-î 


(1-1 

(1 + 2 a) 2 ’ 

(1 + 3 af ’ 

XX 


2 


2 

2 

2 

2 



(1 + «)'’’ 

"(1 + 2 a) 3 ’ 

(1 + 3 «) 8 ’ 

x n 


-6, 


6 

6 

6 

6 


(1 + ccf’ 

(1 + 2 «) 4 ’ 

(1 + 3 «) 4 ’ 

X * 





etc., 
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unde adipiscimur 


î*-«(l + . + "ïqb'ïT 1 -Mœ +”- + 4 

- \ « (i + — ) - 4 «■ « (i - — ) 

2 \ ' x J 4 \ æ æ/ 

+ j “ 9 ( 1+ irhy + (mW* + (T+W 8 + i) 

■i“ s ( 1+ 7) _ i“ 4 ( 1_ F) 

+ ¥ K ' i ( 1 + (l'T «)* + (Ïf2«)5 + (ï+TSJ* + *• • + *?) 

— a 5 (l + -V) — A a 8 (i 1 

10 V æ®/ 12 V a: 6 

etc. 

Quare si sumamus a — , erit 


= r — i — — h 

\ m m -f- 1 
3 (m 3 («t -f l) 3 

+ i(à + (^Tï) 8+ 


1 

m + 2 
1 

(m + 2) 3 
1 

(w + 2) 5 


+ ••• + 

1 ) 

x *f l 

ææ — 1 

mx J 

2 mx 

4c mm xx 

+ • + 

_±_ï 

æ 3 -t-l 

T— 1 

1 

« 

(mx)*) 

6m 3 x s 

8 m i x i 

+ ••• + 

1 > 

t * 5 +l 

a: 6 — 1 

(ma;) 5 / 

10 m 5 a; 5 

12 m 6 # 6 

etc. 





COROLLÀRIUM 


324. Si hae progressions 
partium summa = — y l 
— unde, cum sit 

2 m — 1 J ’ 


in infinitum continuentur, erit postremarum 
_ JL i mx àL * _ — l-l m as , + L primarum vero 

2 mx 2 (m — l)x’ r 


7 1 7 mx + 1 , 1 _ 1 jX( mx + 1 ) 

^ + 2 w + 1 2 w+1 ’ 


Leonhardi Euleri Opéra omnia In Inatitufciones calcnli iutegralis 


2G 
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erit 


, a;(wa; + l) _ g 
m + 1 


m + 1 


J_ 1 4. _JL_ J I 

' »î+2 ~ w + 3 ma: 


+ 


4- 1 V Cm 4- 2V (m 4 S - ) 8 m 8 æ 8 ) 


3 " V(m + ï)* ' (** + 2 )* 1 (w + 3 )» 
1 . 1 


2 / 1 j * i - l 

+ y V(y+T) 6 "T (m + 2) 6 ■(» + S) 6 

etc., 


_i — 1_ 
m B œ 6 


quae expressio adeo, si in infinitum continuetur, verum valorem log. 
praebet. 

EXEMPLUM 2 

325. Arcum circuli, cuius tangens est = 'J , hac mdhodo proxime exprimre. 

Quaestio igitur est de integrali V c ^.y xx > ( i ll0( ^ P 08 ^ 0 $ = 0 eva- 
nescit, eritque a — 0 et 6 ===== 0, tum voro 

dX —2 ex „ dP 


X- 


cc + xx’ 


p= 


dx (ce+xxÿ ’ 


0. 


B 


cIQ 6c*(3cc — ixx) 

dx 


S- 


dit 


2 o(ec — ’àx'X) 
(ce H- xx) n ’ 

ficfSc 4 — Hüccxx 4 20a;' 1 ) , 

b e,,c - > 


dx, 

— 3 
(en -|- a;./;) 


(cc + aîa;) 4 ’ dx 

quae formae in inânitum continuatae dant 

■ ca; , ca; 3 ca;*(cc — 3a;a:) ca: r, (8cc — 4xx) 
y cc -{-xx ' (ce + a;æ) 2 3 (ce 4 xx) !l 4 (cc 4 xx) 1 

. ca; B (3c 4 — 33 ccæa; 4 20* 4 ) . , 

H 20 (cc 4 a;*) 6 + ° tC - 

Yerum si æ per intervalla =1, ut sit « = 1 , creacoro ponainus, erit 


A - 
J.' = 
X" = 
J'" = 


c 

5 = 

0 

G - 

— 2 c 8 

1) 

0 etc. 

cc ’ 


C° 


c 

= 

-2c 

C" » 

— 2c(cc — 3) 

1/ == 

6c(îîcc — 4) 

cc4l ’ 

(cc4 l) 2 ’ 

>c 4 1) 8 ’ 

(cc4 l) 4 

c 

P" — 

-4c 

0" — 

— 2 c(cc — 12) 

JJ" = 

12c(3cc — 16) 

cc4 4 ’ 

(cc44) 2 ’ 

(cc + 4) 8 ’ 

(cc 4 4) 4 

c 

jB'" = 

— 6c 

C"" = 

— 2c(cc — 27) 

jr= 

18c(3cc — 36) 

cc 4 9 ’ 

(cc 4 9) 2 ’ 

(cc 4 9) 8 ’ 

“(cc 4 9) 4 

c 

P = 

— 2ca;. 

<2 = 

— 2c(cc — Sxx) 

P = 

6ca;(3 cc — 4a; a;) 

cc4a;a;’ 


(cc + x%y ’ 

(cc + xx'f ’ 

(cc -j- a; a;) 4 
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hincque 


= / 1 , 1_ . 1 1 

\cc "^ _ ce + l^ - cc + 4'cc+9"^~ 


ce + 1 cc + 4 

1 c 

2 c 2 (cc + xx) 




cc-j-xx. 


+ 


ex 


2 (cc-j-xx) 2 


/ 1 . ce — 3 ce— 12 ce— 27 . 
\^4 > (cc-j-ip "T” T^TZlTns “r c— _.i_ o\s "r 


+ 


ce — 3 xx 


T 0 fp i”* (X ( /) y* _L /V <1*^8 


(cc-(-4) 3 (cc-j-9) s 1 1 (cc-j-ica;) 3 

c(cc — 3xx) cx(3cc — ±xx) 

8(cc + xxy 


6 (ce + ææ) 8 
etc. 


COROLLA.RIUM 

326. Posito ergo c = x = 4, ut fiat y = Àng. tang. 1 = ^ > erit 


5t_ 1_ , 4 

T “ 4 17 


+ 



25 ~ 8 8 16 ' 128 


4/1 13 _4 11 _ W \ i i _ 1 i 1 

3 \256 *"l7 1 "' 2() 3 26* 32 8 / + 384 1536 ‘ 128-256’ 


cuius valor non multum a yeritate disced.it; sed haec exempta tantum illu- 
strations causa affero, non ut approximatio facilior, quarn aliae methocli 
suppeditant, inde expectetur. 


EXEMPLUM 3 

1 

327. Intégrale y = ita sumtim, ut evanescat posito x = 0, vero 

proxime assignare. 

Per reductiones supra expositas est 

Ç - — — = e X x — Je * dx 

_A . r~~x 

et pars e X x evanescit posito x — 0. Quaeramus ergo intégrale 2 = Je X dx, 

1 

quia eo invento habetur y — e X x — z, ac supra iam observavimus alias 
methodos approximandi in hoc . exemplo frustra tentari. Cum igitur posito 

2G* 
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x = 0 evanescat g, erit a = 0 et b = 0, tum vero X = e x hincque 



-A i 

e x — , Q 
xx 


dP 

dx 


dB 

dx 





quibus valoribus in infinitum continuatis erit 



seu 


g = e 


x ■ 


2 + « (*“ 2 ) - iîCs' - l + 6 ) + I5ô(? 


12 36 

"T* /v* 


—24) 


quae sériés parum convergit, quicunque valor ipsi x tribuatur. Per inter- 
valla igitur a 0 nsque ad x ascendamus ponendo pro x successive 0, a, 2a, 
3a etc., ubi notandum fore Â = 0, B = 0, (7=0, D = 0 etc., ac régula 
nostra praebet 


a 


/-A -A. — L _A X , _A 

(e “ + e 2a + e 3 “-| f- e X J— * ae x ■ 


1 2 x 

— a e *-■— 

4 xx 

1 


+ 1“' (*~G? - S) + ' ’A,‘, - râ) + ^ - iw) + • • ■ + *“(5, - *-.)) 

- à - 1) - è«‘ e “ ’C* - 1 + 1) • 


Si hinc valorem ipsius « pro casu x=l determinare velimus et pro a 
fractionem parvam ~ assumamus, habebimus 
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. n n n n n. 

-(e~ + e~* + e~ T +e- T +-: + e~) 


2 ne 4 nne 


+!(' 


1 ( ~T n 2 


, fi -ï ?L=i I fi -T , i ~~îi n-2n \ 

1 +e 16 ' ^ 81 + n 4 J 


+ 


12n 3 e 48n 4 e 


Si Mc pro n sumatur nnmerus mediocriter magnus , veluti 10, valor ipsius 
e ad partem millionesimam unitatis exactus reperitur ac vicies exactior pro- 
diret, si pro n sumeremus 20. 


SCHOLION 1 

328. Hoc exemplum sufficiat eximium usum huius methodi approxi- 
mandi ostendisse. Intérim tamen occurrunt casus, quibus ne hac quidem 
methodo uti licet, etiamsi totum spatium, per quod variabilis x crescit, in 
minima intervalla dividamus. Evenit hoc, quando functio X pro quopiam 
intervallo, dum variabili x certus quidam valor tribnitur, in infinitum ex- 
crescit, cum tamen ipsa quantitas integralis y —J. Xdx hoc casu non fiat in- 
finita; veluti si fuerit 

_ r dx 
y v Y (a — x ) 

ubi X = — — - — , quae posito x = a fit infinita, intégrale vero y=C — 2 ]/(a — x) 

hoc casu est finitum. Hoc autem semper usu venit, quoties huiusmodi 
factor a — x in denominatore habet exponentem unitate minorem; tum 
enim idem factor in integrali in numeratorem transit; sin autem eiusdem 
factoris exponens in denominatore est unitas vel adeo unitate maior, 
tum etiam ipsum intégrale casu x = a fit infinitum; quo casu quia 
approximatio cessât, hic tantum de iis sermo est, ubi exponens unitate 
est minor, quoniam tum approximatio révéra turbatur. Verum huic in- 
commodo facile medela afferri potest; cum enim differentiale eiusmodi for- 
mam sit habiturum 


X dx 

(a — x ) 1 


existente 1 < ju, ponatur a — x = z f ‘, ut sit 


x = a — 8 U et dx = — [xz ft ~ l dz, et differentiale nostrum erit = — fiXz^~ x ~ 1 dz, 
quod casu x = a seu s — 0 non amplius fit infinitum. Yel, quod eodem 
redit, pro iis intervallis, quibus functio X fit infinita, integratio seorsim 
révéra instituatur ponendo x=a + (o\ tum enim formula Xdx satis fiet 
simplex ob eu valde parvum, ut integratio nihil habeat difficultatis. Yeluti 
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si valorem ipsius y — P er intervalla ab x = 0 usque ad x = a — a 

iam simus consécutif pro hoc ultimo intervallo ponamus x = a — co et inte- 
grari oportebit 

(a — co) 2 cZa> 

Y(4a* co — &aaao -{■ 4=aa s — co*)’ 


quod ob a> valde parvum abit in 

dca ]/a A 5o 5coca\ 
2 y a, V 4a 32 aa‘ 


cuius intégrale sumto co = a est 


Vaa 


5 a Y u 
12 y a 


aa.y a l ) 
32 aYa ’ 


quod, si ad plures terminos continuetur, non solum pro ultimo intervallo, sed 
pro duobus pluribusve postremis ponendo co = 2a vel co = 3a adhiberi potest. 
Pro quibus enim intervallis denominator iam fit satis parvus, praestat hac 
methodo uti quam ea, quae ante est exposita. 


SCHOLION 2 

329. Interdum etiam aliud incommodum occurrit, ut denominator duo- 
bus casibus evanescat, veluti si fuerit 


-A 


Xdx 


Y(a—x)(x—b) 


ubi variabilis x semper inter limites b et a contineri debet, ita ut, cum a 
& ad a creverit, deinceps iterum ab a ad Z» decrescat; interea autem intégrale 
y continuo crescere pergat, cuius igitur valor per intervalla commode deter- 
minari non potest. Hoc ergo casu in subsidium vocetur haec substitutio 



(a -y b) — ^ (a — b ) cos. cp, 


l) Editio princeps: quod ob 

aj/œ 




sumto co « a est Y a ce — -f- • Correxit I 

6 y a 4 aaya 


g ) . 7 gj a\ . 

2a ‘ ’sââ) cums m t e 9 r °de 


229 ] 
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qua fit 

dx — ^-{a — V)dcp sin. cp 

À 

et 

(a — x) (x — V) = (y (a — b) + y (a — l) cos. (p ) (y (a — b) — y (a — V) cos. cp ) 
seu 

(a — x) (x — 6) = y (a — Vf sin. cp 2 , 

unde oritur y=f Xdcp, quae nullo amplius incommodo laborat, cum angulum 
cp continuo ulterius aequabiliter augere licet. 

Hoc etiam ad casus patet, ubi bini factores in denominatore non eundem 
habent exponentem, veluti si fuerit 


y = 



Xdx 

— x) f ‘ (x — Vf 




ita ut fi et v sint minores quam 2A, quem exponentem parem suppono. Si 
iam fi et v non sint aequales, sed v < pi, ad aequalitatem reducantur hoc 
modo 



/■ 


Xdx i y / (x — by~ v 
xf (x — Vf 


2 A » 

y (a 


Quodsi iam ut ante ponatur 


x = y (a + 6) — y (a — b) cos. cp, 

obtinebitur 

2 1 — (J. — v ^ 

y = (^ L& ) J Xdcp sin. cp 1 (1 — cos. cp) 2 * , 


ubi angulum cp, quousque libuerit, continuare et methodo per intervalla pro- 
cedente uti licet. Quibus observatis vix quicquam amplius hanc methodum 
approximandi remorabitur. 


CAPÜT VIII 


DE VALORIBUS INTEGRALIUM 
QUOS CERTIS TANTUM CASIBUS RECIPIUNT 

PROBLEMA 38 

330. Inteqralis C- ■ /***? valorem, quern posito x = l recipit, assignare, inte- 

J y{l—xx) 

grali scilicet ita determinato, ut evanescat posito x — 0. 


SOLUTIO 


Pro casibus simplicissimis, quibus m — 0 vel m = 1, habemus posito 
x — 1 post integrationem 


A 


dx % , 

■ = — et 


Y(l—xx) 2 


A 


xdx 


1/(1 — xx) 


1. 


Deinde supra § 120 vidimus esse in genere 

î-rf-yïi -»); 

/ /(1-m) m + i./ — »» + l v ; 

casu ergo a; == 1 erit 

/* x m+i dx m Ç a:” 1-1 

J l/fl — æab #» + !*/ ï/(i — 


dx 

Y(l—xx) 


unde a simplicissimis ad maiores exponentis m valores progrediendo obtine- 
bimus 
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r dx 

J va -t 


]/( l—xx) 

y xxdx 

Va — %%) 

r x i dx 
J y (i—xx) 

C x 6 dx 
J V(l — xx) 
Ç x s dx 

y Va —xx) 


a 


x* n dx 


]/( 1 — xx) 


TC 

Y 


î % 

2 2 ~ 


1-3 7C 
2 • 4 * 2 

1*3*5 ut 
2*4*6’ 2 

1 • 3 *5 • 7 

2 * 4 • 6 *8 2 


1*3*5*** (2w — l) 
2^T^6 2n 


it 

Y 


A 


xdx 


]/(l — xx) 
r x 3 dx 
J ]/(l — xx) 
r a? dx 
d — xx) 

Ç x n dx 
J Y(l — xx) 
Ç x 9 dx 

J Va —xx) 


A 


x) 2n+1 dx 


]/(l — xx) 


T 

2- 4 

3- 5 

2-4-6 
3 • 5- 7 

2 - 4 • 6 -8 

f~ô V - 9 


2-4-6 2 n 

. . . (2« + i) 


COROLLARIUM 1 

331. Intégrale ergo f --— — - posito x = 1 algebraice exprimitur casibus, 

]/( 1 — xx) 

quibus exponens m est numerus integer impar, casibus autem, quibus est par, 
quadraturam circuli involvit; semper enim n désignât peripberiam circuli, 
cuius diameter =1. 

COROLLARIÜM 2 

332. Si binas postremas formulas in se multiplicemus, prodit 

Ç x 2n dx r x 2,l+1 dx 1 3i 5 

Va — xx) J Va — % x ) 2w + l 2 

posito scilicet x = 1 , quam veram esse patet, etiamsi n non sit numerus 
integer. *) 

1 oo 

1) Si more consueto ponitur j x v ~ 1 (1 — x) q ~ 1 dx = B (p , q) , J e~ x x p ~ i dx — J U(p) , erit 

o ô 

pro quocunqne valore ipsius n posito x = 1 

r x 2n dx rx* n + x dx 1 „ / ,1 1 \ , - 1\ 1 r(n + «r(i) r( n + 1) * r( j) 

J V(1 — xx) j ï/(l — XX) 4 v 2’ 2 /\ 2 / 4 r(w-j-l) U(ra-ff) 

31 1 

= Y ‘ 2w+ 1 ‘ 

Vide L. Eultciu Commentationes 321, 421, 640 et 675 (indicis Enestroemxani), Lkonhardi Euleri 
O péra omnia , sériés I, vol. 17, 18 et 19. L. S. 

Leonhaudi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 
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COROLLARÏÏJM 3 

333. Haec ergo aequalitas subsistet, si ponamus x = z v , iisdem conditio- 
nibus, quia sumto x — 0 vel x — 1 fit z = Q vel z — 1. Erit ergo 


/* g a«y+v- \^ z r-giv . , 

VV J Va-**) 'J V(: 


TC 


y(i_0*») J |/(i — g iv ) 2n + l 2 

et posito 2 nv v — \ — /jl fiet posito z — 1 

r z^dz r z^ +v dz 1 tc_ 

/ V(i — z iv ) J y(i — z 3r ) v (j m + !) 2 


SCHOLION 1 

334. Quod taie productum binorum integralium exbiberi queat, eo magis 
est notatu dignum, quod aequalitas haec subsistit, etiamsi ueutra formula 
neque algebraice neque per n exhiberi queat. Veluti si y = 2 et fi = 0, fit 




r 

dz 

zzdz 

1 TC 

TC 




modo, 

[si] 


J y(i 2 2 

4 




y = 3, 


= 0, 

« j 


r zHz 


1 

TC 

TC 

va- 6 ) 

J 1/(1 - /) 


3 

2 

6 ’ 

y = 3, 


= 1, 

m j 


r z A dz 


1 

% 

% 

V(l- « 6 ) 

J Y( i-/) 


6 

2 

12’ 

v — 4, 


= 0, 

« j 

r 

r /d^ 


1 

tc 

TC 

i/(i-^) 

J l/(i — /) 


4 

2 

8 ’ 

y = 4, 


= 2, 

« j 

f* zzdz 

r z*dz 


1 

tc 


V (1 -/) 

J 1/(1 - /) 


12 ’ 

Y 

— 24’ 

y = 5, 


= 0, 

ai j 

r dz 

r z b dz 


1 


TC 

ÿ(i -/°) 

J ÿ(i-o 


5 * 

2 

~w 

y — 5, 


= 1, 

fit j 

r 

/ zHz 


1 


% 

l/(i - /°) 

J 1/(1 -j? 10 ) 


10 ’ 

1 2 

= 20 7 

y = 5, 


= 2, 

St j 

r zzdz 

r *»d* 


1 

JT 

TC 

Y(i-z iQ ) 

/ l/(i -^ io ) 


Ï 5 ' 

’ T 

= - 3 0 » 

y = 5, 

fi 

= 3, 

«* j 

Ç z a dz 

/ z s dz 


1 

3 t 

TC 

1/(1 - * 10 ) 

J ]/(l-^ 10 ) 


20 ' 

’ T 

= 40 ’ 


quae theoremata sine dubio omni attentione sunt digna. 
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SCHOLION 2 

335. Facile hinc etiam colligitur valor integralis J— posito x = l; 

y (je — x x) 

si enim scribamus x = zz, fiet hoc intégrale 2 J , quocirca pro casu 


x = 1 nanciscimur sequentes valores 


/ 

r d x i 

f æ 4 da: 1-3-5-7 

J 

f 11 "" 7T y J 

y(x—xx) «/ 

Y(x — xx) 2-4-6 -8 


f* xdx 1 - 

r x?dx 1-3-5-7-9 

J 

J 

Y(x — XX) 2 * J 

r i • 3 

f 7 == • 71, 

y (* — ;»«) 2-4 

Y(x — xx) 2-4-6-8-10 ’ 

i 

f* 1-3-5 , 

r x m dx 1 - 3- 5 •••( 2 m — 1 ) 

J 

Y(x — xx) 2-4-6 ’ J 

Y (oc — xx) 2-4*6 2 m 


Hinc ergo integralinm huiusmodi formulas involventium, quae magis sunt 
complicata, valores, quos posito x = 1 recipiunt, per sériés succincte exprimi 
possunt, quem usum aliquot exemplis declaremus. 


EXEMPLUM 1 

dx 


336. Valorem integralis f--~ posito x = 1 per seriem exhïbere . 


l/(i - * 4 ) 

Integrali detur haec forma 1 ) 

dx 


fl 


(1 + Æ:r) 


-i 


ut habeamus 

dx 


f 


]/( 1 — XX ) 

r dx ( 1 1 - 3 4 1-3. 5 6 1 • 3 ■ 5 • 7 8 , 

= J"uŸr_^l 1 “ 2^+2"4 a ' -ÏTTe*’ + 2-4.6.8 a 


Y( 1 — Æ 4 ) J ]/(l —xx) 

singulis ergo terminis pro casu x = 1 integratis orietur 


f 


dx 


]/(l-a; 4 ) 


ï (> 


1 1-9 1 - 9-25 1 - 9 - 25-49 

4 ' 4 - 1(5 4- 16 ■ 36 4- 16 • 3 6- 64 


etc 




1) Vide L. Euleri Commentationem 605 (indicis Enestroemiani) : De miris propridatibus 

curvae élasticae sub aequatione y— J — — contentae , Acta acad. sc. Petrop. 1782: II (1786), 

p. 34; Leonrardi Euleri Opéra omnia , sériés I, vol. 21, p. 91, imprimis p. 97. L. S. 


27 * 
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COROLLARIUM 

337. Simili modo pro eodem casu x = l reperitur 

JïiL— = i — îï: — j — î — î — [_ etc. = — 

1/(1— æ 4 ) 3 5 7 9 11 4 


A 

A 

A 


xxdx %(\ l 2 - 3 . l 2 -3 2 - 5 l 2 -3 2 - 5 2 -7 


est autem 


ideoque 


]/( 1 — æ 4 ) 2^2 

x 3 dx 2 _ 

]/( 1 — x*) 3 


2 2 - 4 + 

JL + J_ 

3-5 5-7 


2 2 *4 2 * 6 
8 


— — 7 

7*9 911 


2 2 . 4 2 * 6 2 • 8 

10 


+ etc.) , 


etc.; 


/ 


x*dx 


= — — — ]/(l — æ 4 ) 

|/(1 - a: 4 ) 2 2 


posito x = 1, un de haec postrema sériés est 


EXEMPLUM 2 

338. Valorem integralis casu x = ^ P er ser ^ em ex ^ >ere - 


Cum sit 


Vil + a xx ) = 1 + y axx 


i-i 

'2-4 


aV + 


1- 1-3 

2- 4-6 


3 /y ,G 


a x 


• etc. , 


/ » /7'r* 

— — — multiplicando et integrando 


7 7 i /I 4“ axx f -t i 1*1 1-1-1-3 g . 1 ■ 1 • 1 - 3 ■ 3 • 5 » t \ 

J 4 *V T- « “ ¥ l 1 + ÎU 1 * - s : 2 -îtï “ + 2:2.4. 4 . 6 • 0 “ “ e *4 

unde peripheriam ellipsis cognoscere licet. 1 ) 


EXEMPLUM 3 


339. Valorem integralis J — ; casu x — 1 per seriem exhibere. 


dx 

]/Æ(l — XX) 

Repraesentetur haec formula ita / u t sit 

r J Y(x—xx) 


*. A 


dx 


’ÿix — xx) 


1- 


-Æ + 


1*3 

/ 

2*4*' 


1*3*5 « 
ar 

2*4*6 


-h etc.), 


l) Vide L. Euleri Commentationem 154 (indicis Enestroemiani) : Animadversiones in recti ** 
ficationem ellipsis, Opusc. var. arg. 2, 1750, p. 121: Leonhardi Euleri Opéra omnia , sériés I, 
vol. 20, p. 21, imprimis p. 25. L. S. 
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unde sériés haec obtinetur 

/V* + + 

•j Yx(l — xx) ' 4 4-16 4 - 16-36 ' 

quae ab exemplo primo haud differt; quod non mirum, cum posito x = zz 
haec formula ad illam reducatur. 


PROBLEMA 39 

340. Valorem integralis J‘x m ~ 1 dx(l — xx) n ~ quod posito x = 0 evanescat, 
[( casu 05 = 1] definire. 


SOLUTIO 

Reductiones supra § 118 datae praebent pro hoc casu 

/U 

Car-'dxQ L - xxy +1 — + t±jL faf'-'dxQ. - xxf \ 

J v ' JW n + 2 ?w + ^ + 2 J v ' 

sumto ergo /u, = 2n— 1 erit 

fx m ~ l dx(l - = m -r^+ïfv' u ~ ïd < 1 — 




posito a5 = l. Cum igitur in praecedente problemate yalor j ^ sit as- 
signatus , quam brevitatis gratia ponamus = M, hinc ad sequentes pro- 


grediamur 


_ M, 

J j/(l — ##) 

f 'x m ~ i dx( 1 — ^ , 

/*' ' - : 1 , i* (1 - ■ xxf - { „ + * K ^ + S ) 

Ç x m ~ 1 dx(l — xx ) 4 


il/, 


1-3-5 


et in genere 

J x dx(l xx) ' ^ + 5) • • • (»w + 2 » — 1) 


(iw + 1) (m -f 3 )(jw -f 5) 
1 • 3 • 5 - - - (2w— l) 


J)f 


M. 
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Iaxn duo casus sunt perpendendi, prout ni — 1 est vel nmnerus par vel 
impar; si enim ni — 1 sit par, erit 

1- 3-5---Q-2) ». 

1 2 • 4 • 6 • • • (m — l) 2 ’ 

[sin autem] m — 1 sit impar, erit 

2- 4-6---Q-2) 

1 3 • 5 ■ 7 ••■(m — 1) 

Hinc sequentes deducuntur valores 


y’ cZic ]/(i — æ») = -| 

J^x dx ]/(l — ææ) = | 

. ycæc?a;y(l — a;a;) = y ' y 

/*! a; 3 a!a; l/(l — xæ) = y • y 

/ Wa>V(l — = 

y a; 5 da;]/(l — fl?») = y -yy 

— xx) - ^ 6-g - 4 

y æ 7 cZa:y(l — æ*) — 3 - y 7 9 - 

/‘‘M 1 - æx f = if 

y cc?a;(l — = y 

xxdxil — xxŸ = | • || 

y c 3 e?a;(l — a;a;)^ = y -y 

fx*dx(l-xxf^.\l 

J‘x 3 dx( 1 — a; y = y yy 


y^a-*-) ! -v7. 9 Tiï 


fdxil — xx)'* = || 

fx*dx(l-xxf-j-H 



dx( 1 — xx) 


■f 


1-3 bx 
8 ■ ÎO ' 32 




1-3-5 bx 
8- 10-12 ' 32 


Çxdx(l — xxy = j 
Jx 3 dx(l — xxÿ = y - ~ 
fx 5 dx(l — — y • 

y^l -**)*« y 


etc. 
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PROBLEMA 40 

x m dx j x m dx 


341. Valores integralium A-- — — et Çj~ — — 

J 1— as 3 ) 

posito x — 0 evanescant ,] posito % = 1 assignare. 

SOLUTIO 

Ponamus pro casibus simplicissimis 

/ ' dx A x doc R 

_ ’ J ¥a-x*) ~ ’ J 


\ita determinatorum, ut 


xxdx 




C, 


r dx _ a' r xdx —B' f xæAæ —c 

J Y(T^ÿ ’ J Va - x*Y ’ J Va - * 3 ) 2 


j/ (1 — X 3 ) 


f/(l-a 3 ) 2 


et ex reductione prima § 118 posito a = l et b — — 1 pro casu x 1 
habemus 

Af + - , d*(l - afP = — , - OT --v- Cx m ~ 1 dx(l - af) T ; 
ergo pro priori, ubi n = 3, v = 3 et = — 1, 

fx m+i dx( 1 — æ 3 p' = ~ 

et pro posteriori, nbi n — 3, r = 3 et fx = — 2, 


xdx 


Jx m+i dx(l — x 3 ) ^ = 
hinc obtinemus pro forma priori 

/V Ax = A 

«' p(l — X 3 ) 

J f / (l~— x 3 ) ~~ 3 

Y x 6 dx 1 • 4 . 

J |/ (1 — x 3 ) ~ 3-6 

^d x == 1 -4 1 7^ 

J|/(l-æ 3 ) 3-6-9 

r x iî dx _ i-4-7 -îo 4 
J |/(1 —a; 3 ) 3-6-9-12 


m 

m -+- 1 


j*x m ~ t dx(l — x 3 ) ^ ; 


= i? 


fj/(l-x 3 ) 

T 2 

|/(1 — -æ 3 ) 4 

2-5 


jB 


f 


Il 

1 cP 
? 

■ P 

——B 

4-7 


2-5-8 g 

pl-z 3 ) “ 

4-7-10 

* x 13 dx 

2-5-8-11 


Si 

s 

s 


xxdx 


G 


Ÿ(l —x 3 ) 

x 3 dx 3 

|/(l — x 3 ) 5 


G 


x 3 dx 3 ■ 6 ç. 


Ÿ(l — x 3 ) 5-8 

G xU dx = 3 ~ 6 9 C 

J f(l-x 3 ) 5-8-11 

r x u dx = 3 -6-9-12 
J Ÿ(l — æ 3 ) 5-8-11-14 


etc., 
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at pro forma posteriori 


f dx __ r 

Ç xdx g, 

' y (î-x 3 ) 3 

J Ÿ(i-x 3 y~ 

r %*dx i ,, 

r x l dx 2 g, 

f 7(l-* 3 ) 2 “ 2 

J Ÿ(i-x 3 y~. 3 

Ç x*dx 1 • 4 ,, 

r x^dx 2 - 5 ^, 

'7(l-* 3 ) 2_ 2-5 

J y(i-x 3 y~ s-s 

r x 3 dx _ 1-4-7 

Ç x 10 dx 2-5-8 jg, 

7(1 — x 3 ) 2 2-5-8 

J y (l-x 3 y^ 3-6-9 

r x 12 dx _ 1-4-7-10 ^ 

Ç x n dx 2-5-8-11 jg, 

' V(l-X 3 y 2-5-8-11 

J y(î—x 3 y 3-6-9-12 


A 

A 

A 

A 

A 


xxdx 


<7 


7(i-a 3 ) 2 

x b dx 3 q, 

ŸG-xÿ = 7 0 


x*dx 


3-6 


cr 


4 '7 

x n dx 3-6-9 


7(1 — x 3 y 4-7-10 
x u dx _ 3-6-9-12 
7(1 — x 3 ) 3 ~ 4- 7-10-13 


C' 


C' 


etc., 


unde concludimus fore generaliter 
r x 3n d 

J fa- 

A 
A 


x 3n dx 1 • 4- 7 •• • (3m — 2) j 

7(1 - x 3 ) ~ 3 • 6 • 9 3 n 

x* nJrl dx 2-5-8 *-(3n — 1)^ 

7(1 x 3 ) ~ 4 • 7 • 10 - • • (3» + 1) 

x 3n + 2 dx 3-6-9 3 n 


7(1 -a 3 ) 5-8-11 ••• (3 m + 2) 


G 


G x 3n dx 1 • 4 • 7 • • • (3m— 2) ,, 

Jfyd-x 3 ) 3 2 • 5 • 8 • • • f 3 m — 7 


2 • 5 • 8 • • • (3m — l) 
2 • 5 • 8 • • • (3 m — 1) 


7(i -* 3 ) ! 

G x 3n+1 dx 

J 7(i -z 3 ) 2 

rx 3n +_ 3 dx 3-6- 9 

J 7('l -arb 2 4- 7 -10 --.('3 


3-6-9- 


3m 
3 n 


B' 


notandum autem est esse C- 


et C’ 


7(i - x 3 y 

î. 


4 • 7 ■ 10 ■ • • (3m + 1) 


C' 


COROLLARIUM 1 

342. Hae formulae variis modis combinari possunt, ut egregia theore- 
mata inde oriantur; erit scilicet 


r x Zn dx i 

r x 3n+3 dx AC 1 

r dx 

' y (i-x 3 ) J 

7(1 - x 3 y 3m + 1 3m + 1 ^ 

7(1 - x 3 ) ’ 


rx 3n + i dx r 

7(1 — x 3 ) J i 


x 3n dx 


A'B 


1 Ç dx G xdx 

~ 37+7 J 7(i -77 ‘ J 777-77 ' 
= .L _ f 

7(1 — Æ 3 ) 2 3m + 2 3m + 2»^ 7(1 — # 3 ) 2 


x 3 ) J 7(1— x 3 y 3m+1 3m + 1 J 7(1 —X 3 ) 3 J 7(1 — x 3 ) 
Ç x 3n+2 dx Gx 3n+1 dx 2 B'C 1 C xdx 

J 7(1 — x 3 ) J \ 
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COROLLARIUM 2 

343. Quia nunc ratio exponentium ad ternarium non amplius in com- 
putum ingreditur, erit generaliter 


p x i ~ i dx r x z+i dx i r 

J KT-^w Va-an* = T J ï 


dx 


|/(i - x z ) J ÿ(i - x s y x J V(i- x s ) 

/ x l dx f x l ~ 1 dx 1 p xdx p dx 

|/(1 - a 3 ) J V(1 - z 3 ) 3 = 7dî/(i- Æ 3)'J f(i _ ’ 

F x l dx F x l ~ 1 dx 1 F xdx 

J f{l - x*) J |/(1 - æ 3 ) 2 = 7 J f (1 - xÿ ’ 

quare ex binis postremis consequimur 

/ xdx Ç dx /* xdx 

W-^) J Kl -« 3 ) 2 ~ ^ f(i-x 3 y ' ; 

COEOLLAEIUM 3 

344. Ponatur x = z n et Xn = m et nostra theoremata sequentes induent 
ormas 




r z m ~ l dz 

rz m + 2n ~ 1 dz 1 

r z n ~ 1 dz 

' Ÿ(l-z Sn ) 

J |/(1 — 0 3 ”) 2 m 

j Ÿ(l—z 9n )’ 

z m ~ l dz 

n F z 2n ~ 1 dz F 

z”~ 1 dz 1 

'1 — £ 3n ) 2 

m F Ÿ(± — # 8w ) J 

P( 1 — z Zn Y m 


1 F z 2n '~ 1 d0 
m J VflZeSny 


PROBLEMA 41 

345. Dato intcgmli j x - dx _ k assignare intégrale huius formulas j * 
posito x = 1 . (î — x n ) 


x m+Xn -'dx 

n — k 
(l 


SOLÜTIO 

Ut intégrale sit finitum, necesse est, ut m et k sint numeri positivi. Cum 
igitur per reductionem generalem sit 


j x m+n 1 dx( 1 — x n ) v 


MV 


mv + n([i + v) 


-c Ç x m ~ 1 dx( 1 — x n ) v , 


1) Infra (§ 353) demonstrabitur esse f j 

J i/ 


xdx 


%7t 


Y( 1— æ 3 ) 2 3]/ 3 

Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 


sumto x = 1. 


L. S. . 
28 


218 LIBRI PRIORIS PARS PRIMA SECTIO PRIMA CAPUT VIII § 345—34 8 [242—243 


ponatur v — n et fi — k — n, ut sit u -p v — Je, erit 

f‘x m+n ~ 1 dx m r x m ~ 1 dx 

J ~~EÏ~m + lcJ 7 ' 

(1 - x n ) » (1-0 n 

Ponatur ergo huius formulae valor , quia datur, — A haecque reductio repe- 

'O n — k 

tita continuo dabit posito brevitatis gratia P pro (1 — x n ) n 

l dx 


J P 

l> x m + n-l 

J P~ 


~Hx 


-A, 


m 


m + lc 

/ x m ^ 2n - t dx 

” p - 


A, 


d - 3 n — - 1 

P~ 


- l dx 


( m + Te) (ni + n + k) 
m(m + n) (m + 2n) 


A, 


rcA 


et generaliter 


(m + Je) (m -f n + Je)(m + 2 n + k) 


/ x m+an ~ t dx _ m ( m + n)(ni + 2«) ■ - ■ ( m + (« — 1 )n) ^ 

P (ni + Je ) (m -f- n + Je ) (m + 2 n + h) • • ■ (mp (a — 1 )n 4- Je) 


COEOLLAEIUM 1 

346. Si simili modo alia formula sit 


f X p ~ 1 dx -r, 

J; — -s - -® 

(1 — O » 

n — q 

posito x = l, at brevitatis gratia scribatur Q pro (1 — 0 n , habebimus 


/ 


xP + an - 1 dx p(p + n)(p + 2n)---(p-|- (tt— l )n) 

~Q (p + q)(p + n + q)(p + 2» + q) ■ ■ ■ (p + (« — l)n + q) 


B, 


quae totidem atque ilia continet factores. 

COEOLLAEIUM 2 

347. Statuatur uunc p = m + Je, ut posterior numerator aequalis fiat 
priori denominatori, et productum harum duarum formularum est 


243-244] DE VALORIBUS INTEGRALIUM QUOS CERTIS CASIBUS REOIPIUNT 


219 


m(m + n)(m + 2 n) ■ ■ ■ (m + (« — l)w) , 

(m + k + w+ k + g)(»w+ 2» + k + q) ■ • ■ (m + (a — 1 )n + k + 2) ’ 

fiat porro mA r k-\-q = m J \-n seu q = n — k) erit hoc productum = - ™ ~ an . 
ideoque 


/ ; X m + an ~ 1 dX f x m+ * + an ~ 

(1— *") * (1 — x n ) 


x m+ * +an ~ 1 2 dx m 


r x m ~ 1 dx r x m+k ~ 1 dx 

cïn J îE*‘ J Jf 

(1 — af) B (1— a;*)” 


quod est theorema omni attention e dignum, cum hic non amplius opus sit, 
ut a sit numerus integer. 1 ) 

COEOLLAEIUM 3 
348. Quare loco m -\- an scribamus /x; erit 


C x u ~ l dx P x f,+k ~ 1 dx 

VJ ^ J Ï = 


r x m ~ l dx r x vl+k ~ 1 dx 

'tJ n ~ k A 

(1 — (l—x n ) n 


(1— X n ) n (1— x n Y 


Hinc si sumamus m + k = n seu m = n — k, ob 

n~k 

r x n ^dx _ l-(l— = 1 

J Jl n — k n — k 

(l—x n ) n 

posito x — 1 erit [§ 352] 


x> l ~ x dx C x ft+k ~ 1 dx 1 P x n ~ k ~ 1 dx 


r x ii ~ x dx r xf t+k ~ l di 

J n — k J h 

(l—x n Y n ~ (1 — x n Ÿ 


linsm. 


kc posito x = z v , tum vero jxv = p, vn — q et k = Xn habebitur 


r s p ~ i dz r sP+ x t~ i dz v r^~^i~ i dg 2 ^ 

J (ï—sp) 1 -*- J (1— sp) 1 p J (1— sflÿ- 1 


( 1 —z*y p j (1 - z q ) 


r^- k )î- i dz 2\ 

j ZT . j 


1) Hoc e formula r(x-\- 1) = xF(x) (ef. notam p. 209) sponte sequitur. 

2) Editio princeps: Correxit L. S. 
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SCHOLION 1 

349. Theoremata particularia, quae hinc consequuntur, ita se babebunt: 


I. n = 2, 7b == 1; 
II n = 3, /v = l; 

n — 3, Je — 2: 
III. n = 4, ft — 1; 
« = 4, 7? == 2 
w = 4, Je = c 


r X' u ~‘ l dx 

C x fl dx 

1 

r dx 

üt 

J ]/( 1 — xx) 

J ]/(l r- xx) 

Il « 

•J ]/(l — XX) 

2 [i 

Ç xi L ~ x dx 

j* x^dx 

1 

Ç xdx 

2 it 

J f/(l-X 3 ) 3 

J f/(l — Æ s ) 

g - 

J ÿ(i -x 3 y 

3g]/3 

Ç x u ~ x dx 

Ç X‘ u + X dx 

1 

r dx 

2# 

J Ÿ(l—X 3 ) 

J}/(i-x 3 y 

Il « 

J Ÿ(1 — x z ) 

3g]/3 

f x^ l " 1 dx 

Ç x u dx 

1 

£ xxdx 

üt 

J ty(l — a; 4 ) 3 

J V(l-X 4 ) ' 

Il < 

J Ÿ( l-x 4 ) 3 

2 g]/2 


Ç x fl+1 dx 

J ]/(l — x 4 ) 

1 

r xdx 

% 

J y (î— x*) 


J ]/(l — X 4 ) 

4 [i 

r x fl ~ 1 dx 

f x fl + 3 dx 

1 

r dx 

7t 

J Ÿ(l — x 4 ) 

J Ÿ(l-x 4 f~ 

P 

J ~ 

2[i]/2 


etc. 




ilam f*'- 

ad rationalitatem reduci posse. 


natur enim 


X 


,n 


(l-x n ) n 


seu æB== r+i : 

n — k 


z n -, dx 

, unde -- ■ 


dz 


Quare cum formula 


nostra sit =f( r ^ æ n) evadet ea = , cuius intégrale ita deter- 

minari debet, ut evanescat posito x — 0 ideoque z — 0; tum vero posito x — 1, 
hoc est s = cv 5 , dabit valorem, quo hic utimur. Mox [§ 352] autem ostendemus 

valorem huius integralis / — — — posito z = co ideoque et huius I n _ k 

J t + M . ^ 

per angulos exprimi posse, quorum valores hic statim apposui. Deinde etiam 


notari meretur formulae J — x baec transformatio oriunda posito 1 x n — z n , 

quae praebet — J* 


- — ita integranda, ut evanescat posito x = 0 seu 
(î 

z = l) tum vero statui debet x — 1 seu z = 0. Quod eodem redit, ac si 
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/ i-lj 

ita integretur, ut evanescat posito -2 = 0, 

(î - «")“ 

tum vero ponatur z—1. Cum iam nihil impediat, quominus loco z scribamus 
x, habebimus hoc insigne theorema 


S- 


x m ~ 1 dx 


n~k 


(l — x n ) 


f 


aJ c ~ 1 dx 


(1 — x n ) 


ita ut in huiusmodi formula exponentes m et Je inter se commutare liceat, 
pro casu scilicet x = i. Ita pro praecedente formula ad rationalitatem re- 
ducibili, ubi m — n — Je, erit 


r x n ~ k ~ 1 dx 

I — — 

(1 - x n ) n 


f- 


yJc *'“• 1 


dx 




k 

■afÿ 


unde sequitur etiam fore posito z — co 

rz n - k - 1 dz _ rz k -'dz 

J 1 + z " J 1 +> ' 


SCHOLION 2 

350. Ilinc etiam formularum magis compositarum integralia pro casu 
x = 1 per sériés concinnas exprimi possunt. Cum enim in reductione 
superiori posito m -\-lt = ju, seu le = /x — m sit 


/; 


x m * n ~ 3 dx 


m + n — ,u 


(l-x n ) 


m 

P 


/, 


x m ~^ 1 dx 


m + n — /u ' 


(1 - X”) 


si habeatur huiusmodi formula differentialis 

dy = — — (J- + Bx” H- GV" + Bx ir ‘ + etc.), 

(l— x n ) 

quam ita integrari oporteat, ut y evanescat posito x = 0, ac requiratur 
valor ipsius y casu x = i, erit, si hoc casu fieri ponamus 


/; 


x m ~ x dx 


m — /u 


O, 


(1 — x n ) 


n 


222 LIBRI PRIORIS PARS PRIMA SEOTIO PRIMA CAPÜT VIII § 350-351 [247-248 


iste valor 


= 0(A + ^J3 + 

r 


m(m + n) n . m (m + n)(m + 2w) tj , _ tr \ 


Vicissim ergo proposita hac sérié 


A + -B + 
f* 


m(m + n) „ , + n)(m + 2w) ^ 

a» -f- etc. 


eius summa aequabitur buic formulae integrali 


l 

O 


/: 


x m ~ 1 dx 


m + n—fi 


(î-O 


(A 


+ 


Bæ" + Cx in + Dx in + etc.), 


si post integrationem ponatur x = 1. Quodsi ergo eveniat, ut huius seriei 
A Bx n -{- Cx* n -f- etc. summa assignari indeque integratio absolvi queat, 
obtinebitur summa illius seriei. 


PKOBLEMA 42 

351. Integralis huius formulae — ita determinatum, ut posito x = 0 

* 1 —p OC 

evanescat, valorem casu x œ assignare. 


SOLÜTIO 

Huius formulae intégrale iam supra § 77 exhibuimus et quidem ita 
determinatum, ut posito x = 0 evanescat, quod posito bxevitatis gratia n <= io 
ita se habet: 


9 , . , 2 . . i X Bill. CO 

- cos. m co l V(1 — 2a; cos .œ -f- xx) -f- n sin. moi • Arc. tang. 1 _ ^ cQg ^ 

— - cos. 3wcoi K(1 — 2a; cos. 3o> + xx) + - sm. 3m w • Arc. tang. 1 _ a;cos 3cj 

— ^ cos. 5mco lv(l — 2x cos. 5co + xx) + - sm. 5mo> • Arc. tang. ~ 


9 . v 2 . . x sin. 2 G) 

— - cos. AW V(1 — 2a; cos. Aw + xx) + - sm. Am© • Arc. tang. ^OosTArâ’ 
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ubi A dénotât maximum numerum imparem exponente n minorem, ac si n 
fuerit ipse numerus impar, insuper accedit pars + ~ l (1 + *)» prout m fuerit 
vel numerus impar vel par; illo scilicet casu signum +, hoc vero signum — 
valet. Hic igitur quaeritur istius integralis valor, qui prodit posito x=co. 
Primo ergo partes logarithmos implicantes expendamus, et quia ob x = co est 

lV(l — 2x cos. Aco + xx) = l[x — cos. Xw) = lx l(l — = lx 

ob cos '' lta = 0, unde partes logarithmicae praebent 

OC 

— ~ (cos. mo} + cos. 3 mw + cos. 5m w -| + cos. Xmw) (+ ~ , si n impar), 


ponamus hanc seriem cosinuum 

cos. mco + cos. 3mw -f- cos. 5 mco + b cos. Awîco = s 

eritque per 2 sin. mw multiplicando 

2s sin. mw = sin. 2 mw -)- sin. 4 mw + sin. Ç>mw + • • • + sin. (A -f- 1 )mw, 
— sin. 2 mw — sin. 4m© — sin. 6mw 

unde fit 

_ sin. ( X + l) ma 
2 sin. m co 


Quare si n sit numerus par, erit A = » — 1 sicque partes logarithmicae fiunt 

lx sin .nmo lx sin .mie 

n sin. m co n sin. m co 


ob fi co = 7 t. At propter m numerum integrum est sin. mn = 0, unde hae 
partes evanescunt. Sin autem sit n numerus impar, est À = n — 2 et summa 
partium logarithmicarum fit 


lx 

n 


sin. ( n — 1 )mco 
sin. m co 




lx m 
n 9 


at sin. (n — l)mw = sin. (mn — mw) = + sin. mw, ubi signum superius valet, 
si m sit numerus impar, contra vero inferius, quod idem de altéra ambigui- 
tate est tenendum, ita ut habeamus 

— lx sin . 7 nœ lx q 

n sin. mco — n 
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Perpetuo ergo partes logarithmicae se mutuo tollunt; quod etiam inde est 
perspicuum, quod alioquin intégrale foret infinitum, cum tamen manifeste 
debeat esse tinitum. 

Relinquuntur ergo soli anguli, quos in unam summam colligamus; con- 
sideretur ergo Arc. tang. , qui arcus casu s = 0 evanescit, tum yero 

rasu æ== _l_ fit quadrans, ulterius ergo aucta % quadrantem superabit, 
donec facto a; = cv eius tangens fiat = — - gT - = — tang. Aw = tang. (n — Xoj) 
ideoque ipse arcus — n — ex quo bi arcus iunctim sumti dabunt 

A ((fl —co) sm.mco+(n—3(o) sin. 3mco-j-(n—ôa>) sin. Ômco + — + (jï— àco) sin. ÀmcoJ, 
unde duas sériés adipiscimur 

.AA-Csin. mœ + sin. 3ma> + sin.'ômco + b sin. Xmu>) = — 

n K 

0 s — 2 o 

—— ('sin. mm + 3 sin. 3 mœ + 5 sin. 5 mco + ■ ■ • + 1 sin. 1 mm) = - q, 
n v 

quas seorsim investigemus. Ac pro posteriori quidem cum ante habuissemus 

sin. (A + l)mco 

cos. mœ + cos. 3 mœ + cos. 5mœ H h cos. Imœ = s = 2 s in. ma> * 


si angulum œ ut variabilem spectemus, differentiatio praebet 

— mdœ( sin. mœ -f 3 sin. 3 mœ + 5 sin. bmœ 4 M sin. fonœ) 

(1 + 1 )mdco cos. ( X +■ l)mco _ mdc o sin. ( X + l ) ni co cos. mco . 

= 2sin. mco 2 sin. mco^ 


ergo 


(X + 1) cos. (X + l)mœ 
2 sin. mco 


sin. (X + 1 ) mco cos. mco 
2 sin. m co 2 


seu 


Pro altéra sérié 


— S = 


1 cos. (2 + 1 )nuo 
2 sin. m œ 


sin. X m co 
2 sin. m co" 2 


p = sin. mco + sin. 3mco + sin.5?wa> -{ b sin. Âmco 


multiplicemus utrinque per 2 sin. mai fietque 
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2p sin. ma? = 1 — cos. 2 mœ — cos. 4m a? — cos. Qmœ cos.(A + l)^a> 

+ cos. 2 mœ + cos.4ma? +• cos. Qmœ -) 

sicque erit 

1 — cos. (A + 1 )mto 
2 sin. m œ 


P 


Quodsi iam fuerit n numerus par, erit X = n — 1 indeque 
cos. (A + 1)mœ = cos. nmœ = cos.mn et sin. (A + l)mœ = sin.m7t = 0, 


ergo 


1 — cos. mit , 

P —7 T 77 T et 


2 sin.mo) 

hincque omnes arcus innctim sumti 


Q = 


n cos. mit 
2 sin. m œ 


2it 1 — cos .mit 2 œ n cos. mit 

+ 


it 


2 sin. mœ 


n 2 sin. m œ n sin. m œ 


ob nœ = n. 

Sit nunc n numerus impar; erit A = n — 2 indeque 

cos. (A + 1 )mœ = cos.(m7r — mœ) et sin. (A + l)mœ = sin .(mit — mœ) 


seu 


cos.(A + l)mco = cos .mn cos. ma? et sin. (A + ^)mœ = — cos. m^r sin. mco, 
ergo 


1 — cos. mit cos. mœ , 

P = — r-T et 

2 sm. ma) 


(n — 1) cos. cos. mco cos. m# cos. ma) 

® 2 sin. m a) 2 sin. m a) 


unde summa omnium angulorum 

it( 1 — cos. mjrcos. ma)) , œ(n — 1) cos. mit cos. mœ ( o> cos.mTt cos.mo) 

z • 1 ;,r;: 1 rr^:: zr_ ? 


n sm. mœ 


n sm. m œ 


n sm. mœ 


quae ob nœ =rt reducitur ad — j 


n sm. m co 


Sive ergo exponens n sit par sive impar, posito x = habemus 


Çx w - 1 dx J 
7 T + x n 


It 


Jt 


nsm.mœ n gin m* 
n 
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COROLLARIUM 1 

352. Hinc ergo erit formula supra memorata (§ 349) 

r 'z k ~ x dz vt tc 


Çz n ” k ~ x dz _ çi 

J l+z n J 1 


+ z n 


. (n — Tc)it 

n sm.- — 

n 


i sm. 


Tcit 


posito 2 = co. Unde sequitur fore etiam formulam, cui hanc aequari ostendimus, 

r‘x n ~ k ~ 1 dx Çx le ~ 1 dx sr_ 

/ n — k / k . hit 

_ x n ) « " (1 — X n ) n n sm ' ~n 

posito x = 1. 

COROLLARIUM 2 

353. Percurramus casus simpliciores pro utroque formularum genere 
posito s = co et x = 1 : 


dz 

r dx 

TC 

TC 



1 ZZ «J 

Y(1 —xx) 

2 sin. \tc 




dz 

r zdz j 

(* dx 

f* xdx 

TC 

2 TC 

1 + z 3 ~J 

1 1+z 3 J 

Ÿ(l — X 3 ) 

' f(i-x*f 

3 sin. tc 


dz 

r zzdz i 

r dx 

{* xxdx 

Tt 

Tt 

l+z l ~~ J 

1 l + z i ~ J 

Y(1 — æ 4 ) ^ 

' Y (î-x^f 

4 sin. | tc 

2 y 2 ’ 

dz 

r^dz , 

f dx 

r x A dx 

TC 

Tt 

1 + .S 6 ~J 

' l+z e ~~J 

f (1 - x l! ) - 

’ f(l-xj 

6 sin. J jr 

3 ‘ 


354. Cum sit 
1 

l 

(i-x n ÿ 


COROLLARIUM 3 


= i + i *-+ lc MA x *« + + etc 

1 n n-2n n-2n^àn 


erit per x k ~ l dx multiplicando, tum integrando ac x = 1 ponendo 


3t 


Te , le (Je + n) , lc(h + n)(k+ 2n) , 

"r .. , o .,\ ”r „„ o" o ... c 7. i « AS i eLU 


M sm. 


. 7c ‘ n(/c + n) ' n • 2n(/c + 2n) ‘ n • 2w • 3w(7c + 3w) 


n 


et loco le scribendo n — le erit quoque 

tc 1 n — h (n — Je) (2 n — h) . (n — h) (2 n — 7c) (3 n — 7c) 

nsin— n—Jc'n{2n — lc)' n-2n(3n—lc) ' n-2n-3n(4cn — k) 
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SCHOLIOÎT 


355. Pro formulis quantitates transcendentes continentibus supra iam 
praecipuos valores, quos integralia, dum yariabili certus quidam valor tribui- 
tur, recipiunt, evolvimus, ita ut non opus sit buiusmodi formulas bic denuo 
examinare. Hinc autem intelligitur eos valores integralis J Xdx prae reli- 
quis esse notatu dignos ac plerumque multo succinctius exprimi posse, qui 
eiusmodi valoribus variabilis x respondent, quibus functio X vel fit infinita 


/; 


" 1 dx 


et 


J i+i 


dz 


vel in nihilum abit. Ita integralia formularum 

J 1+f 

valores prae reliquis memorabiles recipiunt, si fiat x = 1 et z — oc, ubi illius 
denominator evanescit, buius vero fit infinitus. Caeterum omni attentione 

/ gin — 1 

— — — valorem casu 


z = cnd tam concinne exprimi, ut sit 


+ j 

cuius demonstratio cum per tôt 


ambages sit adstructa, merito suspicionem excitât eam via multo faciliori 
confici posse, etiamsi modus nondum perspiciatur. Id quidem manifestum 
est hanc demonstrationem ex ratione sinuum angulorum multiplorum peti 
oportere; et quoniam in Introductione 1 ) sin. per productum infinitorum fac- 
torum expressi, mox videbimus inde eandem veritatem multo facilius deduci 
posse, etiamsi ne hanc quidem viarn pro maxime naturali haberi velim. 

Sequens autem caput buiusmodi investigationi destinavi, quo valores 
integralium, quos uti in boc capite certo quodam casu recipiunt, per producta 
infinita seu ex innumeris factoribus constantia exprimere docebo; quandoquidem 
bine insignia subsidia in Analysin redundant pluraque alia incrementa inde 
expectari possunt. 


l) Introductio, t. I cap. XI, § 184; vide etiam notam p. 76. L. S. 


29 * 



CAPTJT IX 

DE EVOLUTIONE IXTEGRALIUM 
PER PRODUCTA INF1NITA 


356. Valorem huius integraUs J- 

X 

ductum infinitum evolvere. 


PROBLEMA 43 

dx 


]/(l — xx)’ 


quem casu x — 1 recipit, in pro- 


SOLUTIO 


Quemadmodum supra formulas altiores ad simplicem reduximus, ita Mc 
continuo ad altiores perducamus. Ita, cum posito x — 1 sit 


formulam f , — - 

J y (i — xx) 


r x m - i dx w + i r x m+i 
J )/(l — xx) m J l/fl — 


erit 


1 dx 
]/( 1 — xx) 


r dx 2 r XX dx 2 • 4 Ç æ 4 dx = 2 • 4 • 6 /* ftt( , 

J ^3^ “ T*/ Vfl - æa;) - l-8«/ V(l- « *) 1 • 3 • 5 J ÿ(l - **) 


unde concludimus fore indeflnite 

dx 


r dx 2 • 4 • 6 • 8 2 i C x^dx 

J Y(1 — xx) _ l-3-5-7"-(2*-l)«/ l/fl-æ: 


(2i — 1)«^ 1/(1 — a:*) 


atque adeo etiam, si pro i sumatur numerus infiuitus. Nunc simili modo a 

formula C - ~ — ascendamus reperiemusque 
J Va — xx) 


r xdx 3 • 5 • 7 • 9 • • • (2^-j- 1) r x 2i+1 

J Y(l — xx) 2 • 4 • 6 • 8 2 i d Y(l — 


X dx 

Y( l—xx) 
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atque observo, si i sit numerus infin itus, formulas istas 


Ç x 2i dx ^ r x Si+1 

J Ÿ(l — xx) J l/fl — 


x 2i+1 dx 
]/( 1 — xx) 


rationem aequalitatis esse habituras. Ex reductione enim principali perspi- 
cuum est, si m sit numerus infinitus, fore 


Ç x m ~' L dx r x m+1 dx r 

*' ]/( l — xx) J ]/( l — xx) J ]/(!— xx) 


x m+3 dx 


atque adeo in genere 1 ) 


r x m+fi dx _ r ^+^dx 
«/ Va- xx) J Va — xxY 


]/( l—xx) J ]/(l — XX) 

quantumvis magna fuerit differentia inter li et v, modo finita. Cum igitur sit 


si ponamus 

erit 


r x 2t dx Ç x 2i+1 dx 

J Y(i - xx) J Y(i~ xx )’ 


2-4-6 a» Tir j. 3^ 5 -JM) (2« + l) __ N 

1-3-5 .-.(2»-l) U 2-4-6-8“----2i ~ M ’ 


f 

J T/fl — xx) J 1 


Y(l — xx) J Y( l—xx) 


xdx 

N 


posito x = 1 . At est 


unde colligitur 


/ xdx 1 et f ^ x 

Y( i-xx)~ 6 J V( 1 — 


7C 


|/( 1 — xx) 2 ’ 


f dx 

J i /(T-i 


dx M 

]/( 1 — xx) N 


Quia producta M et N ex aequali factorum numéro constant, si primum fac- 
torem y producti M per primum factorem y producti N, secundum y illius 
per secundum y huius et ita porro dividamus, fiet 

M 2-2 4-4 6-6 8-8 , 

N — 1-3 ' 3~5 ' 5-7 ' 7^9 ' etC '’ 


l) Pro casu, quo exponentes ipsius x non binario différant, vide § 359. 


L. S. 
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unde obtinemus pro casu x = 1 per productum infinitum 


f- 


dx 


y(i—xx) 


2-2 

1-3 


4-4 

3-5 


6 • 6 
5-7 


8-8 

7-9 



COROLLAÜIUM 1 

357. Pro valore ergo ipsius n idem productum infinitum elicuimus, quod 
olim iam Wallisius inyenerat et cuius veritatem in Introductione 1 ) confirmavi- 
mus diversissimis viis incedentes; erit itaque 


n 



4-4 

3^5 


6-6 

5-7 


8-8 

7-9 


• etc. 


COROLLÀRIUM 2 

358. Nihil interest, quonam ordine singuli factores in hoc producto dis- 
ponantur, dummodo nulli relinquantur. Ita aliquot ab initio seorsim sumendo 
reliqui ordine debito disponi possunt, veluti 


vel 

vel 


vel 


1t 

2 

2-4 

4-6 

6*8 

8*10 

¥ 

~ 1 

3*3 

5*5 

7-7 

9*9 

% 

2-4 

2-6 

4*8 

6-10 

8-12 

¥ 

1*3 

3-5 

5-7 

¥•9 

9-11 

% 

2 

2-4 

4*6 

6-8 

8*10 

¥ 

~ 3 

1*5 

'3-7 

' 5-9 

• 7 7 11 

% 

2-4 

2*6 

4-8 

6 • 10 

8*12 

¥ 

— 3*5 

*1*7 

'3*9 

'5*11 

7*13 


• etc. 


• etc. 


• etc. 


• etc. 


SCHOLION 


359. Fundamentum ergo huius evolutionis in hoc consistit, quod valor 
integralis f- — — — dénotante i numerum infinitum idem sit, utcunque numerus 

' J y(i — xx) 

finitus a varietur. Atque hoc quidem ex reductione 


r x i 

J va 


~ 1 dx 


Y( 1 — xx) 


i + 1 Ç x i+1 dx 
i J ]/(l — xx) 


l) Introductio, t. I cap. XI, § 185. 


L. S. 
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manifestum est, si pro a valores binario differentes assumantur. Deinde autem 
nullum est dubium, quin boc intégrale C ~ — — inter haec e t 

’ ^ 6 ^ l/(l — XX) J Y(l — xx) 

/ ) i -J- 2 n 

— ^ quasi limites contineatur, qui cum sint inter se aequales, necesse est 

omnes formulas intermedias iisdem quoque esse aequales. Atque boc latius 
patet ad formulas magis complicatas, ita ut dénotante i nnmerum infinitum sit 


Ç x l+a dx r 

J (1 — x n ) k ~ J ( 


afdx 


Cum enim sit 


r x m+n ~ i dx _ m r 

J «E* rn+lcj " 


(1 — x n ) k 

x m ~ 1 dx 


m + i *cj n -^± 

(l — x n ) n (l—x n ) n 


bae formulae posito m = co sunt aequales; unde illarum quoque aequalitas 
casibus, quibus a — n vel a = 2n vel a = 2>n etc., perspicitur; sin autem a 
medium quempiam valorem teneat, formulae ipsius quoque valor medium 
quoddam tenere debet inter valores aequales ideoque ipsis erit aequalis. Hoc 
igitur principio stabilito sequens problema resolvere poterimus. 


PKOBLEMA 44 

360. Rationem horum duorum integralium 

k — n k — n 

j'x m ~ 1 dx(l — as") * et j x' l ~ l d%(\ — as") " 
casu x = 1 per produdum infinitorum fadorum exprimere. 

SOLUTIO 

Cum sit 

faT- l das(l — x n ) " = f 'a? + — 1 dx(l — x n ) " 

casu x = 1, valor istius integralis ad intégrale infinité remotum reducetur boc 
modo 

k — n 

Ç x m ~ 1 dx( 1 — as”) " 

= + /c )( OT + Jt + W X ?W + h + 2w) • • • (m + 7g + in) + + 

m (m + n) (m + 2 w) • • • ■ (m + in) J \ J ’ 
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ubi i numerum infinitum denotare assumimus. Simili autem modo pro altéra 
formula proposita erit 

h — n 

faf- l da >( 1 — 

(fi + &)(ft 4- jk + w)(fi + k + 2m) • • • (fi + k + jj») f‘x fl+in+n ~ 1 dx(l ce") * 

atque hae postremae formulae intégrales ob exponentes infinitos aequales 
erunt non obstante inaequalitate numerorum m et fi\ tum vero bina haec 
producta infinita pari factorum numéro constant. Quare si singuli per singu- 
los, hoc est primus per primum, secundus per secundum [et ita porro] 
dividantur, ratio binorum integralium propositorum ita exprimetur 

h — n 

f x m ~hlx( l — x 71 ) 1 ^ = K m ± ] A . (f* + »)(«» + 7c + w) _ (fi + 2n)(m + k+ 2n) _ ^ 

„ \ (m + n) (fi + 7c + w) (»i + 2w)(fi + /c + 2n) 

jaf~ l dx(l — x n ) ” 

si quidem ambo integralia ita determinentur, ut posito æ = 0 evanescant, tum 
vero statuatur % = 1; litteris autem m, fi, n. Je numéros positivos denotari 
necesse est. 


COEOLLÀEIUM 1 

361. Si differentia numerorum m et fi aequetur multiplo ipsius n, in 
producto invento infiniti factores se destruunt relin queturque factorum numé- 
ros finitus, uti, si ju = m n, habebitur 

(m + n) (m + Je) (m + 2 n) (m + 7c -f n) . ( m + 3 n) (m - f 7c -f 2 n ) . ^ 
m(m + k + n) (in + n) (m + Je + 2 n) {m 2n)(m -{-Je + 3w) 

quod reducitur ad - • 


COEOLLAEIUM 2 

362. Yalor autem illius producti necessario est finitus, id quod tam ex 
formulis integralibus, quarum rationem exprimit, patet quam inde, quod in 
singulis factoribus numeratores et denominatores sunt alternatim maiores et 


minores. 
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COBOLLARIUM 3 


363. Si ponamus m = 1, p = 3, n = 4 et k = 2, erit 


A 

A 


dx 


xxdx 
Vil — x 4 ) 


3*3 

1-5 


7*7 

5^9 


11*11 15*15 ^ 
9*13 ’l3*17' etC * ; 


supra autem invenimus productum harum binarum formularum esse = -—• 


PROBLEMA 45 

k — n 

364. Valorem huius integralis Cx m ~ 1 dx(l — x n )~ , quem posito x = 1 recipit, 
per productum infinitum exprimere. 


SOLUTIO 


Cum in problemate praecedente ratio huius integralis ad hoc alterum 

k — n 

x ft ~ 1 dx( 1 — x n ) n 


per productum infinitum sit assignata, in hoc exponens /u ita accipiatur, ut 
intégrale exhiberi possit. Capiatur ergo fi = n et intégrale fit 


G — - (1 — x n ) n = 


■ (1 — x n ÿ 


l 


ita determinatum, ut posito x = 0 evanescat; ponatur nunc, ut conditio postu- 
lat, x = î, et quia hoc intégrale erit = * , habebimus formulae propositae 
intégrale casu x = 1 ita expressum 

r* -'dx (i - V ■ " - . »(* t *> . * +At *) . a»(» +*+»») . etc 

d ' ' le m(lz-\-n ) (»t — «_) (7a + 2») (m 4- 2w)(7c -f- 3w) 

quod singulos factores partiendo ita repraesentari potest 

fr m - Vrfl — = - — . + _ 3ra ( w + 7c + w ) _ 4M(m + 7c + 2)ft) . 

•- ' ' m 7c (m -f- w) (7c + n) (m + 2w)(ï-j- 2n) (m + 3w)(7c + 3wj 


Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 


30 



234 LIBRI PRIORIS PARS PRIMA SECTIO PRIMA CAPUT IX § 365-369 [261-263 


COROLLARIÜM 1 

365. C um in hac expressione litterae m et Je sint permutabiles, sequitur 
etiam haec integralia posito x = 1 inter se esse aequalia 

k — n m—n 

f x m ~ l dx(l — x n y~ == f x k ~ 1 dx{ 1 — x n ) n , 

qnam aeqnalitatem iam supra § 349 eiieuimus. 


COROLLARIÜM 2 


366. Cum formulae nostrae valor, si m = n — k, aequalis sit valori huius 


f- j posito 2 = oc, si ob m + k = n statuamus m = et k 


L -J- Z 

habebimus 


Ç x m ~ 1 dx Ç x l ~ 1 dx Ç z 7i ~ 1 dz Ç z m ~' 1 dz 

J ÜL ±* = J “El ~ J 1 -f z n ~ J ~T+ s n 


(l — x n ) 2n ~ (1 — x n ) 2n 


4oU 


2*4 nn 4 •Gnn 


6 • 8 nn 


•etc. 


2 » 


nn — cca 9 nn — cca 2hnn—aa 4z$nn—cccc 

Quod productum etiam hoc modo exponi potest 

2 2n-2n 4n*4n 6n-5n 

n — a (n + a)(Sn — a) (3n + #)(5n — a) (pn + a)(l n — a) *’ 

quod ergo etiam exprimit valorem ipsius per § 351. 


MCOS. ■ 


COROLLARIUM 3 


367. Yel si simpliciter ponamus h = n — m , fiet 


r x rn ~ 1 dx Ç x n ~ m ~ 1 dx Ç z m ~ 1 ds __ r 2 n - m ~ l c 

J E = J EEE = J ~i + F' ~ J i-M* 

(l_ x n)n (1 — rc») w 




WW 


4ww 


9?m 


n — m m(2n — m) (n-\-m)(%n — m) (2w + m)(4w — m) 


• etc., 


quae ex forma primum inventa oritur. Haec ergo aeqnalitas snbsistit, si 
ponatnr x = 1 et 0 = 00 . 
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SCHOLION 1 

368. In Introductione 1 ) autem pro multiplicatione angulorum inyeneram 


mn mit 
sm. — = — 1 • 
n n \ 


et cum sin. - = sin. ~ , ob n — m = k erit etiam 


• etc., 


. m% kjt 

sm. — — — 1 ■ 
n n \ 


-) ■ etc., 


quae reducitur ad hanc formam 

^ « le jc (n — lc)(n + le) ( [2n-'k)(2n-\-'k ) (3n — k)(3n + 'k) ^ 

n n nn 4 nn 9 nn 

et pro h suo yalore restituto 

„• m% jc , . m(2n — m) (» + »»)(3«-m) (2w + m)(4w— ni) , 

sm. — = — (n — m) — • - • ^ . etc.. 

n n y ' nn 4 nn 9 nn 

unde manifesto pro — idem reperitur productum, quod valorem 


nn 4 nn 9 nn ’’ 

idem reperitur productum, quod valorem no- 


strorum integralium exprimit, sicque novam habemus demonstrationem pro 
theoremate illo eximio supra [§ 351] per multas ambages evicto esse 


{* x m ~ 1 dx i 

Ç x n ~ m ~ 1 dx 

r z m ~ i d0 , 

Çsr-m-ide 

' 7n — J 

n — m 1 

1+*" ~ J 

1 +# n 


SCHOLION 2 

369. Quo nostra formula latius pateat, ponamus ~ = ~ seu k = 't- et 


nanciscemur 


fo»-iA r (i _ ^r‘ = v 2(mv + nji) 3(m v + n([i+ v)) 4 (iw» + nQi+2v)) , 

J ^ ' m /i (m + n) (fi -f vj (m + 2n)(/i-f 2v) (m + 3n)([i + 3 v) 

v 2(mv — »w) 3 (mv + np + nv) 4(mv + n^i + 2nv) 5(/»v + nfi + 3nv) ^ 

mfi (m -f- n ! (g -f v) (m + 2«)(/i + 2v) (m + 3w)(^+3v) (m -j- + 4v) ’’ 


in qua expressione litterae m, n et fjc, v sunt permutabiles praeterquam in 
primo factore, qui cum reliquis lege continuitatis non connectitur; ac si per 
n multiplicemus, permutabilitas erit perfecta, unde concludimus fore 


1) Introduction t. I cap. XI, § 184. 
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Ü_1 — -1 

x n y =vfx hL - i dx{ i — x v ) n , 

quae aequalitas casu v = n ad supra observatam reducitur. Caeterum iuva- 
bit casus praecipuos perpendisse, quos ex valoribus fi et v desumamus. 

EXEMPLUM 1 

370. Sit fi = 1 et v = 2 fietque 

Ç x m ~ 1 dx _ 2_ 2(2w + w) 3(2m+3w) _ 4(2w + 5w) _ fi+fi = 2T ^ _ 

J _*») w 3(m + w) 5(m + 2w) 7(?w + 3w) %*) 

quae expressio ita commodius repraesentatur 

r x m ~ 1 dx _ 2 4( 2m + «) 6(2m + 3n) 8(2m + 5ra) ^ 

J t/('i _ a;»') m 3(2 îm + 2w) 5(2m-f-4n) 7(2 w+6m) ’ 


.2^/1 — m 


m 3(2 îm + 2w) 5(2m + 4w) 7(2 w4-6m) 
uude sequentes casus specialissimi deducuntur 


r dx 

2 . 2 * 4 . 

4 • 6 

6-8 

etc. 

J l — xx) 

* 3-3 

5-5 

7 • 7 

r dx 

2 . 4 ‘ 5 . 

6-11 

8-17 

10-23 

J ]/(l —X 3 ) 

^3-8 

5 • 14 

7-20 

9-26 

Ç xdx 

-Ï- 4 ’ 7 . 

6-13 

8-19 

10-25 

J 1/(1 - æ 3 ) 

3-10 

5-16 

7-22 

9-28 

Ç dx 

= 2- — 
3-5 

6-7 

8-11 

10-15 

J q/(i — æ 4 ) 

5*9 

7-13 

9-17 

Y xdx 

= 1 .ili . 

3-6 

6 » 8 

8-12 

10-16 

J ]/(l — X*) 

5-10 

, _ ^ • 

9-18 

sive 

_ 2-4 

4-6 

6-8 

8-10 


1 3-3 

5 » 5 

7 • 7 

9 9 

Ç xxdx 

2 4-5 

6-9 

8-13 

10-17 

J y (î-x*) 

— 3 ’ 3-7 

'5-11 

7-15 

9-19 

Ç x 3 dx 

2 4-6 

6-10 

8-14 

10-18 

J Y(i - æ 4 ) 

“T" 3-8 

5-12 

*7*16 

9-20 


- /ï 




]/(l — xx) 

, 2 r dx 

e C '~JJ 

, 2 C dx 

6 ,a== J J Ÿ( l-x 2 ) ’ 

, i r dx 
6 C ‘ _ 2 J f/(! -a; 2 ) 3 ’ 

1 r dz 

2 J j/ (l _ æ 2 ) 


etc. 


•etc., 

i Z’ <2# 


■ etc. = 


371. Sit ^ = 1 et y 

x m ~ 1 dx 3 2(3m + w) 3 

— x n ) 3 ~ m 4 (m + «) ^ 


EXEMPLUM 2 
3 fietque 

;(3m+ 4w) 4(3w + 7) 

rr Z' ... i r» f ... ? r» . 


-»/ï 


dx 


V(i-x>y 


<3 \n — m 
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unde sequentes casus specialissimi deducuntur 


A 

A 


dx 


f/(i -£ 2 ) 2 

dx 


sive 




A 


xdx 


Vil-X*)* 


sive 


A 

A 


dx 


Ÿii-x^y 

xxdx 


_ _3 
“ 1 

3^ 

: 1 ‘ 

: 1 ' 
3 

= 2 ' 

3^ 

= 2 

3 

! 1 ' 
= 1- 


2*5 

3*11 

4*17 

5-23 

”4-3 

*7*5 

*10*7 

*13*9 

2-6 

3*15 

4*24 

5*33 

4-4* 

7 • 7 * 

10-10* 

13*13 

2*6 

5*9 

8*12 

11*15 

4*4* 

7.7 * 

10-10 

13*13 

2*9 

3*18 

4-27 

5*36 

‘4*5’ 

7*8 ’ 

10-11 ’ 

13*14 

3*6 

6*9 

9-12 

12*15 

4*5 

7*8 * 

10-11 ’ 

13*14' 

2*7 

319 

4-31 

5*43 

4*5* 

7*9 

10*13* 

13-17' 

2*13 

3*25 

4*37 

5-49 

4*7 ' 

7*11 

' Î(M5 

13*19" 


•etc. 
etc. ■ 

■ etc. , 

■ etc. = 

■ etc. , 

■ etc. = 
• etc. 


_ 3 Ç dx 

~~ 2 J -)/(l -x ÿ )’ 

_ f dx 

Ÿ(i — x a y 


r dx 
J Va - 




A 


dx 


4 J ty(l — x*f ? 


A 


dx 


f(l-x 3 ) 


EXEMPLUM 3 

372. Sit fi = 2 et v = 3 fietque 

3 2(3m + 2w) 3(3wi + 5«) 4(3m+8w) 


3 - 


f. 

J j/(q x n ) 2 m 5 8 (m + 2 ri) 1 1 (ni + 3 n) 

unde sequentes casus spéciales deducuntur 

A 


etc. 


lAi 


xdx 


: i/(i — x a y- 


sive 


A 


A 


A 

J 


dx 

3 

2-7 

3*13 

4*19 

5*25 

|/(1 - X“) 

"" 2 

5*3 

8*5 

11*7 

14*9 

dx 

_ 3 

2*9 

3*18 

4*27 

5>*36 

f/(l - X 3 ) 

2 

5*4 

8*7 

11*10 

14*13 



3-3 

6 • 6 

9*9 

12*12 



2*4 

5*7 

00 

H- 1 

O 

11*13 

xdx 

3 

2*12 

3*21 

4*30 

5*39 

Ki-* 9 ) 

" 4 

5*5 

'8*8 

11*11 

' 14-14 


_ 3 

4*6 

7*9 

10*12 

13-15 


__ - ■ 

’ ÏT 

’ 8*8 

11*11 

14*14 

• dx 

3 

2*11 

3*23 

4*35 

5*47 

1— *■ 

1 

5 


*5*5 

-8-9 

11*13 

*14*17 

x 2 dx 

1 

2*17 

3-29 

4*41 

5*53 

ÿii—x*) 

“~¥ 

*5*7 

•8*11 

’ 11*15 

14*19 


• etc. = 

• etc. = 

• etc., 

• etc. 

• etc., 

• etc. = 

• etc. = 


!/ 

A 


xdx 

i/(i- 

xdx 

Ÿ(ï ~-xy 


/ xdx 

V(TA 


Ki-* 9 ) 


/. 

j i 


xdx 


4 J Ÿ(i- X y’ 

3 /* æcZæ 

4 J f/(i ‘ 


237 


sive 
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EXEMPLUM 4 

373. Sit fi = 1 et v = 4 fietque 

/ ' x m ~ 1 dx 4 2(4 3(4m-f5») 4(4m + 9«) ,|. 

f^l— rc n ) 3 w 5(«w+») 9(?w + 2«) 13 (»î + 3m) 

unde sequentes casus spéciales prodeunt 


A 


dx 


^(l — 


seu 


seu 


seu 


seu 


seu 


A 


dx 

4 

2-6 

3*14 

4*22 

5*30 

^(l-re 2 ) 3 

— 1 

5-3 

9*5 

13*7 

17-9 


4 

4-3 

6-7 

8*11 

10*15 


— 1 

3-5 

5 • 9 

7*13 

9*17 

dre 

4 

2*7 

3-19 

4*31 

5*43 

f/(l-re 3 ) 3 

— 1 

5-4 

9-7 

13*10 

17*13 


2 

2-11 

3-23 

4*35 

5*47 

^(l-re 3 ) 3 

1 

5*5 

9-8 

13*11 

17*14 

dre 

4 

2 *8 

3-24 

4*40 

5*56 

1 

V '~CO 

~ 1 

5-5 

9-9 

13*13 

17*17 


4 

4-4 

6 • 12 

. ----- • 

8*20 

10*28 


— 1 

’ YJ 


’ 13*13 

17*17 


_ 4 

. 2 * 8 

6-12 

10*16 

14*20 


— 1 

5-5 

9-9 

’ 13*13 ' 

17*17 

xxdx 

4 

216 

3 • 32 

4*48 

5*64 

^(l-re 4 ) 3 

— ~3 

5-7 

’ 9-11 

’ 13*15 ' 

17*19 


_ 4 

^ 4-8 

6*16 

8*24 

. __ 

10*32 


— 3 

5-7 

’ 9*11 


17*19 


_ 4 

4*8 

8*12 

12*16 

16*20 


_ 3 

5-7 

9*11 

' 13-15 ' 

‘ 17*19 


• etc. < 

• etc., 

• etc. ■ 


'A 


dx 


]/( 1 — re 4 ) 


T dre 
J #Yl-r 


■^(l-rc 4 ) 2 ’ 

i 4 (* dx 
’ e C ‘ = 

, r dx 
•etc. = / 

«/ ^(l-re 4 ) 3 

•etc. 


•etc., 

• etc. = 

• etc. 

•etc. 


A 


dx 

Ÿ( i — %*) 


Atque in his et praecedentibus iam casus fi = 3 et v = 4 est contentus. 
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SCHOLION 

374. Caeterum hae formulae, in qnas litteras im et v introduxi, latius 
non patent quam primum consideratae; sériés enim pendent a binis fractioni- 
bus ^ et quae cum semper ad communem denominatorem revocari queant, 
formulas 

Ç x m ~ 1 dx Ç od‘~ l dx 

J y/( l — x n ) n ~ k J T\/(i—x n ) n - m 

perpendisse sufficiet. Cnm igitur earum valor casu x = 1 aequetur buic 
producto 

1 n(m-j-k ) 2 n(m-\-kj-n) 3n(m + k + 2n) ^ 
le m (le -f ri) (jw+m)(/c + 2w) (m + 2 n) (7c + 3 w) ’’ 

si in singulis membris factores numeratorum permutemus et membra aliter 
partiamur, idem productum hanc induet formam 


?ra_+7c n (in + Je — n) 2n(mj-k + 2n) 3n(?w + 7c + 3n) 

mïc (m + »)(& + n) (m + 2w)(7c-f 2n) "(m + 3 ra) (7c -f 3w) ’’ 

quae ad memoriam inagis accommodata videtur. Simili modo cum sit 

C xP~ x dx C xd~ l dx 

J Ÿ(i _ J y'(i _ x ny-v 

= 7 } + g . n(p + q -f n)_ _ 2n(p + qj - 2n ) 3n(p + g + 3n) _ ^ 

pq (p — n) (g — n) (p + 2 w) (g + 2 n) (p + 3a)(g + 3n) ’’ 


illam formam per liane dividendo erit 


dx(l — x n ) 
J x^~ 1 dx(l —x n ) 


k—n 

n 

q — n 
n 


pq(m H- le) (p -f n)(g -f- n)(m -\-k-\-n) (j? + 2 n) (g — 2 n) (m + 7c + 2 n) ^ 

mk (p + g) (m + n)(lc-\-n)(p + q + n) (m -f- 2 n) (7c -f 2 m ) ( p -f g -f 2 n) 


cuius omnia membra eadem lege continentur. Hinc autem eximiae compa- 
rationes huiusmodi formularum deduci possunt, quae quo facilius commemo- 
rari queant, brevitatis causa sequenti scriptionis compendio utar. 
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DBFINITIO 

375. Formulae integralis 

q — n 

Jx p ~ 1 dx( 1 — x n ) n 

valorem, quem posito x = l recipit, brevitatis gratia hoc signo (y) indicemus, 
ubi quidem exponentem n, quem in comparatione plurium huiusmodi formularum 
eundem esse assumo, subintelligi oportet. 


COROLLARIUM 1 

376. Primum igitur patet esse {~j = (|-) et utramque formulam esse 

== + g w O+g + w ) . 2ra(j> + g + 2w) _ 

~~ pq (p + u)(q + n) (p + 2w)(g-f 2w) 

quorum membrorum progressio est manifesta, dum singuli factores tam nu- 
meratoris quam denominatoris continuo eodem numéro n augentur, ita ut ex 
cognito primo membro sequentia facile formentur. 

COROLLARIUM 2 

377. Deinde si sit p = n, ob formulam integrabilem liquet esse 

f±) = (_!) = A, item (*)_(*)— 

V q / \n J q \n / \p / p 

[pro q = n\. Porro cum 

fxv-'dx (1 - = — — , 

n sm. — 
n 

ob q — n = — p seu p + q = n erit 

( P \ = ( n—p \ = ut _ 

U -y \ p J ^p* 

n 

Quare valor formulae (^j absolute assignari potest, quoties fuerit vel p = n 
vel q = n vel p + q = n. 
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COEOLLAEIUM 3 

378. Quia etiaru [§ 345] invenimus hauc reductionem 

g — n q~~n 

fx p+n ~ 1 dx(l — x n ) n =-JL-f x p - l dx{l — x n )~\ 

sequitur fore 

( ^ + = p /p\ 

V q J p+q\q) 

hincque 

(V) = fl) = g-» ( P-m ) = g -» / P \ 

V^/ Vp/ p-f-g — n V j / p + g — n \ q — n)’ 

tum vero etiam 

\qJ (j p + g — »)(p + g — 2 n) \q—nJ’ 

unde semper numeri p et q infra n deprimi possunt. 


PROBLEMA 46 


379. Invenire diversa producta ex binis huiusmodi formulis, quae inter se 
sint uequalia. 


SOLUTIO 

Quaerantur ergo numeri a, l, c, d et p, q, r, s, ut fiat 


(ïXlMfXy)- 

quod, cum sit 


/ a\ a + b n(a + b-\-n) , 

\b) ab (a + n) (b + n) e c * 7 

fp) p±g . »Çp + g+») . p+ , 
\q) pq (p + »)(g + «) * *’ 


/c\ c+d n (c + d + n) , 

\d ) cd (c + n)(d + n) e C ‘ 

/ r \ r 4 s n (r + s + n) , 

\sJ rs (r + w) (s 4 n) e C * 


31 
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ita ut, cum utrinque sex sint factores, singuli singulis sint aequales. Ex 
quaternis ergo abcd et pqrs binos ad minimum aequales esse oportet; sit 
itaque s = d efficique oportet 

abc(p + q)(r + d) = pqr{a -f b)(c + <2). 


I. Sumatur alter factor r; qui cum ipsi c aequari nequeat, quia alioquin 
fieret = (-y) , statuatur r = b, ut fiat 

ac(p + q)(b + d)=pq(a + b)(c + d); 

hic ueque p neque q ipsi p q aequari potest, poni ergo debet: 


1) Yel p + q = a -{-b, ut sit ac(b + d) =pq(c + d), quia neque c neque 
b-\-d ipsi c-\- d aequari potest; fieret enim vel d= 0 vel b = c et (y) == (-j); 
relinquitur a = c + d et pq = c(b + d) ideoque p = b d et g = c, unde 


conficitur 



2) Yel p-\-q = c + d, ergo ac(b -f- d) =pq(a -f- b)\ hic c neque ipsi p 
neque q aequari potest; fieret enim (|) = (y) ! unde fiat c = a + b, ut sit 
pq = a (b d), ergo p = a, q = b + d, r = b, s = d, consequenter 



IL Quia r = a non differt a praecedenti ob a et b permutabiles, sta- 
tuatur r=p-\-q fietque abc(d -\-p + q) =pq(a + b)(c + d). Quoniam r ipsi 
c aequari nequit, factor d -\-p + q neque ipsi p neque q neque c + d aequalis 
poni potest; relinquitur ergo d p q = a -\-b et abc —pq(c + d) ; ubi, quia 
c ipsi c + d aequari nequit ac p et q pari conditione gaudent, fiat p — c; 
evit q = a-\-b — c — d et ab = (c + d) (a + b — c — d), unde «=c+cï, q = b, 
p — c, r = b-\-c, s = d, sicqae conficitur 
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COEOLLAEIUM 1 

380. Hae solutiones eodem fere redeunt indeque tria prodacta binarum 
formularum aequalia eruuntur 

vel in litteris p, q, r 

(^(«^ - - 
COEOLLAEIUM 2 

381. Si hae formulae in producta inflnita evolvantur, reperietur 

/ j> + g \ p + q + r nn(p -\-q + r + «) 4«w(jp + g , + r + 2w) 

\q/\ r J pqr (p + »)(g + »)(r +*») (p + 2»)(î + 2n)(r + in) ’’ 

unde patet très litteras p, q, r utcunque inter se permutari posse, atque 
hinc ternas illas formulas concludere licet. 


COEOLLAEIUM 3 


382. Eestituamus ipsas formulas intégrales et sequentia tria producta 
erunt inter se aequalia 


1 

H* 

H 

Ç x pJtq '~ x dx i 

Ç x q ~ x dx ! 

Ç x q+r ~ x dx 

]/( l — x n ) n ~'i J 

V(l — X n ) n ~ r== J 

y / (l — x n )”- r J 

ÿ(i — x n y > ~ v 


Ç xf~ 1 dx r 

J 1/(1 — x n ) n ~ r J 1 


x p+r ~ 1 dx 


ÿ(l — x n ) n ~ IJ 


COEOLLAEIUM 4 

383. Hic casus notatu dignus, quo p q = n\ tum erdm ob 

(^ 4 )-(”)-v * (f)-^ 

haec tria producta fient == 


nr sm, 


n • Erit scilicet 

pit 


Ç x n ~ p ~ x dx 

r x «-p + r-lrf x _ 

r otf~~ 1 dx 

r^P + r- 

X dx 

1t 

’ Ÿ(1 — x n ) n ~ r 

' '■/( 1 -x n ) n -v~*. 

’ V(1 — x n ) n ~ r « 

J 1/(1- 

x n y 

. pjt 

nr sm. — 
n 


31 * 
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SCHOLION 

384. Triplex ista proprietas productorum ex binis formulis maxime est 
notatu digna ac pro variis numeris loco p, q, r substituendis obtinebuntur 
sêquentes aequalitates spéciales 


P 

a 

T 



1 

1 

2 

m-m 


1 

2 

2 

© © - (t ) © 


1 

2 

3 

(!)(!) -d)(iH 

©d) 

1 

1 

3 

m)-m 


2 

2 

3 

m-m 


1 

3 

3 

m-m 


2 

3 

3 

(!)(!)=©(!) 


1 

1 

4 

m-m) 


1 

2 

4 

m-m)-* 

©© 

1 

3 

4 

m-m)-' 

SKI) 

1 

4 

4 

m-m) 


2 

2 

4 

o” sa 

^ j(M 

T 


2 

3 

4 

m-m)-' 

SKI) 

2 

4 

4 

m)-m) 


3 

3 

4 

OiToS 

T 

00 j »#*• 

09 j -A 


3 

4 

4 

CO J CO 

T 

^T[co 



Quae formulae pro omnibus numeris n valent, ac si numeri maiores quam n 
occurrant, eos ad minores reduci posse supra vidimus. 
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PROBLBMÀ 47 

385. Invenire producta diversa ex ternis huiusmodi formulis, quae inter se 
sint aequalia. 

SOLTJTIO 

Consideretur productum (^) (~~) J ) > quod evolutum praebet 


P+q+r+s k s ( î ) + ï + »' + s + ») 
pqrs (p -\-n)(q + n){r-\-n)(s + n) 


• etc., 


quod eundem valorem retinere evidens est, quomodocunque quatuor litterae 
inter se commutentur. Tum vero eadem evolutio prodit ex hoc producto 
(g”) (s) ea -4em permutatio locum habet. Aequalia ergo sunt inter 
se omnia haec producta 


(f )C4 5 ) 

^P + g + r^ 


(p + q + r'j 


(p + q+s^ 

(f)e-p) 

(p + q + 

fâe-fo 

(p + r + s\ 

V 2 )’ 

(f)C©) 

(p + r + s\ 

v T~r 


(p + q + r^ 


(p + q + s'j 


fp + r + s\ 

^ 2 y 


(q + r + s\ 

\ P / 


(q + r + 

©(©) 

(q + r + 


Producta alterius formae ope praecedentis proprietatis hinc sponte fluunt; 
est enim 


Deinde vero etiam hoc productum (^) (^T^) ev °l u tum pro primo 


membro dat 


(P + ÇL-\-r){P +*■ + «) 


pçtrs(p + r) 
mutare licet, ita ut sit 


in quo tam p et r quam g 1 et s inter se per- 
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SCHOLION 

386. Quantumvis late haec patere videantur, tamen nullas novas com- 
parationes suppeditant, quae non iam in praecedenti contineantur. Postrema 
enim aequalitas 

oritur ex multiplicatione harum 



Priorum vero formatio ex hoc exemplo patebit: aequalitas 

(tx^x^) = œc-foe-^) 

oritur ex multiplicatione harum 

/jPVjP + âX (r +s\ (p + r + s\ ip + Ç[\(P + Çl + r\ _ /r\ (r + s\ 

\q)\r~+sJ \ p J\ q J* \ r J\ s J \sJ^p + qJ' 

Istae autem comparationes praecipue utiles sunt ad valores diversarum for- 
mularum eiusdem ordinis seu pro dato numéro n invicem reducendos, ut in- 
tegratio ad paucissimas revocetur, quibus datis reliquae per eas deflniri queant. 


PROBLEMA 48 

387. Formulas simplicissimas exhibere, ad quas integratio omnium casuum in 
forma 

r x p ~ 1 dx 

\qJ Jy(l—x n ) n -v 

contentorum reduci queat. 

SOLUTIO 

Primo est {—) = —, unde habentur hi casus 

\p/ p ’ 
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Deinde est (-^-A = — unde omnium harum formularum valores sunt 

\n — pj . pin 7 

wsm.- — 
n 

cogniti, quas indicemus 

(^) = “- (=^-A (^)-* etc. 

Yerum hi non sufficiunt ad reliquos omnes expediendos, praeterea tanquam 
cognitos spectari oportet hos 

(^) = A )-0, etc. 

atque ex Ms reliqui omnes determinari poterunt ope aequationum supra 
demonstratarum; unde potissimum has notasse iu valût 


(n — ctV w\ /«-«Y»-® + b\ 

\ÔT Ab) ~ \~b~ A a ) ’ 

(n — a\fn — a—b\ __ (n — b\(n — a — b\ 

\âT À b J = \b ~~ A a ) ’ 

(n — a\fn — b — lVw — a — b\ /n — "b\(n— a\fn — a—b\ 

\ a A b A a— ï ) = v r A ô^tA ü Y 

Ex harum prima posito a = b + 1 invenitur 

/»— 1\ f n — ctV n \ t /w — a\ 

V a ) ~ \cT~ A cT—V) ‘ \aT—ï)’ 

ubi J = — Aj > ideoque per formulas assumtas definitur (”T~) ‘ 
Ex secunda posito 6 = 1 invenitur 


(n — a — l\ | 

f»- 1 ) 

fn — a—1) 

1:1 

fn-~-d\ 

V i )~ [ 

K î J 

V a J 

\ a ) 


Ex tertia posito 6 = 1 deducitur 

in — a — 1\ in — l\/n — a\fn — a — 1\ _ /w — a\/n — 2\ 

Y a— 1 / ~ V ï A a — lA a ) ' Y a A" _ l / 


sicque reperiuntur omnes formulae (- — J—?) et ex Ms porro ponendo 


in tertia 


n — a — 


-*) - : i-VV-V)- 


6 = 2 
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un.de reperiuntur formae et ita porro omnes , quippe quae 

forma omnes compleotitur. Labor autem per priores aequationes non medio- 
criter contrahitur. Inventa enim ( ” ~~ “ ~ - 2 ) ex prima colligitur 

/n — 2\ (n — a — 2V — a — 2\ 

\fl + 2/ \ <i-|- 2 Aa/ \ a /’ 

ex secunda vero 

similique modo ex inventîs formulis derivantur hae 

/w — 3\ — <% — 3V w\ t /w-— & — 3\ 

\a + 3/ \ a + 3' Aa/ \ a /’ 


COROLLARIUM 1 

388. Ex aequatione ("A“) • (A—’ î) definiuntur 

/» — 1\ /? /» — 1\ y /» — i\ ô ' /w — 1\ £ 

V 2 J ~ÏA’ \ 3 / ~~ 2 D ’ V 4 7 = 3 G ’ V 5 7 = 47) 

ex aequatione vero — |— — ■) = (~y~) (— — : (” ~ -) bae formulae 

/m — 2\ ce A (n — 3\ aB (n — 4\ «(7 /»» — 5\ «fl . 

= (,— J-y» br)— y t-H = ~r et 


COROLLARIUM 2 

389. Aequatio £=*=!) - (^) (^f) (^) : 

'«-3\_«i5 /» — 4\ aBC (n-h\ aCD (n- 6\ «7)A? 
. 1 / /3A ’ \ 2 / J-4’ l 3 #4’ V~ 4~ / flT 


etc., 
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unde reperiuntur istae formulae (^p|) = ( w a ^ 2 2 )(~) : (— ) [, quae sunt] 


/»— 2\ yjiA 

f n — 2\ àyA fn—2 

\ eâA / w — 2\ gaA 

V 3 )~1 aAB’ 

V 4 )~2 ccBC’ V 5 . 

/ 3«GD’ V 6 J iaDE 


atque etiam istae ( w — ~- 2 ) = (7 — C 1 — 2 ) : p-.— , quae sunt 

n-3\_PaAB (n — A\_PaBC (n- 5\ fccCD /n— 6\ fiaDE 
" 2 ) ufA » V 2 / /îy 2 ’ V 2 7 “ ydAL » VT~7 ~ ~JïT etC ’ 

COROLLARIUM 3 

390. Tarn aeçpatio (^- , )-("-î i )(S)(~)]^( L r) « 

( n — 4\ k fi ABC /»- 5\_ apBCD (n- 6\__ap CDE /»— 7\ afSDEF , 

V ï / ~py4B’ \ 2 J ySAB ’ \ 8 / dfJJ? ’ \T7~ êgZÏT 6tC ' 

““> (SI) = (-7-^)© :(-“-) P-ebet 

M-3\_ fyôAB /»-3\_ j'tffAI? /« — 3\ à' et; AB 

V 4 7 f«plRO’ V 5 / 2 apBCD’ V 6 / ïccJCJDE 6tC- 

atque ex ( w “J — ) = (Az: s )( , 7z|jzi) ; (*=£) deducuntur 

/«— 5\ _ a(iy BCD /n— 6\ afyGJDE (n—7\ ccjiyDEF 

V 3 J ~ pyôAB ’ \~r) ~ TdeA W’ V I / = deÇAB etc * 

EXEMPLUM 1 

391. Casus in bac forma 

ubi est (?+!)= -JL- (F). 

Va/ p + aVa/ 

Manifestum est has formulas omnes vel algebraice vel per angulos ex- 
pediri; his tamen regulis utentes, quia numeri p et q binarium superare non 

Leonhardi Euleiu Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 


A 


c p ~ 1 dx 


= contentos, ubi n = 2, evolvere, 


32 
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debent, unam formulam a circulo pendentem habemus 


unde nostri casus erunt 




392. Casus in hac forma A 
M est 


EXEMPLUM 2 

x v ~ l dx 


• X 


, 3 \ 8- 2 


= ) contentos, ubi n ■ 


Hic casus principales, ad quos caeteri reducuntur, sunt 
/2\ n 2x , /1\ . f dx 

W~3sm.^ _ 3l/3 - “ 6 \ 1 ' J ftl -**)'’ 


qua concessa erunt reliqui 



EXEMPLUM 3 


/"* gçP ^ X f V\ 7 * 

393. Casus in hac forma I -r-, = — contentos, ubi n 


À circulo pendent bae duae 

(t) 


4 sin. - 


% 

21/2 


a et 


(T) = _JL_ = £ = /3 


4 sin. 


3, evolvere, 


4, evolvere, 
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praeterea vero una transcendente singulari opus est (y) = A, unde reliquae 
ita determinantur 



/I \ aA 
\Ï7 = ~f ' 


394. Casus in hac forma f-*rr~ 


EXEMPLUM 4 

■ p - 1 dx 


V (l — -2 

'P P ^ Y ^ ' 

A circulo pendent hae duae formulae 


ubi est (“-) 


contentes, ubi n = 5, evolvere, 


5 sin. 


(!) 


% 


2 71 


= a et 

\ Z / e * 

c 5 sm. t 

o o 

praeter quas duas novas transcendentes assumi oportet 


= /?, 


( t )-- 4 et ( ï )“ B - 


per quas omnes sequenti modo determinantur 





1 


5 ’ 



(!)=!• (!)=A- (-!)= 

a)-/». (*)-& 


a 

sZ’ 


32 * 



252 LIBRI PRIORIS PARS PRIMA SECTIO PRIMA CAPUT IX § 395—396 [282—283 


EXEMPLUM 5 


395. Casus in hac forma 


t p " 1 dx 


v(i -*«)•-« 


contentos, ubi n = 6, evolvere. 


k circulo pendent hae très formulae 



tum vero assumantur hae duae transcendentes 


atque per .has omnes sequenti modo determinantur 



SCHOLION 

396. Has determinationes, quousque libuerit, continuare licet, in quibus 
praecipue notari debent casns novas transcendentium species introducentes ; 
quorum primus occurrit, si n = 3, estque 

/l\ f dx 

w J |/(i — ’ 

cuius valorem per productum infinitum supra [§ 371] vidimus esse 

___ 3 2-6 5-9 8-12 
_ 1 'Tic 'TT 10 -10 ' 6tC '’ 


3r 
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quod ex formula (y) ob n = 3 etiam est 

2 3^5 6-8 9-11 12-14 

1 . 1 ' 4 • 4 ' 7 • 7 ' 10 • 10 'Î3^Î3 ' etC ‘ 

Deinde ex classe n = 4 nascitur haec noya forma transcendens 
(- ) = f x ^ x ^ f da; Ç dx 

'1' J V(l- x*) 3 J ÿ(l -a: 4 ) 2 ~ J ÿ(l - 1Ô) ’ 

quae aequatur huic producto infinito 

3 4-7 8-11 12- 15 16-19 , _ 3 2 • 7 4 • 11 6 ■ 15 8 • 19 
1-2 5-6^9-ÏO 13-14 17-18 e C ‘ 2 5-3 9-5 lîTT 17 ~9 

Ex classe n = 5 impetramus duas novas formulas transcendentes 


et 


/ _3\ __ r x 3 dx ^ r dx 4 5-9 10- 

\ 1 / J V(1 — a? 5 ) 4 J V(l — a: 5 ) 2 1-3 6-8 11- 


(l)-/ï 


a:da: 


14 15-19 
13 16-18 

4 5-9 10-14 15-19 


etc. 


ita ut sit 


Va~X 3 f 2-2 7-7 12-12 17-17 


• etc. , 


1/ ' \2 J 1-3 6 • 


7 12-12 17-17 


-etc. 


•8 11-13 16-18 
Classis n = 6 has duas formulas transcendentes suppeditat 


/4\ == Ç x 3 dx _ r dx _ 1 Ç ydy 

m ' Va- J v (i - oc*) ~ 2 J fa -ff 


posito xx = y et 


/ 3\ Ç x l dx Ç xdx 1 Ç dy 1 /* 

\ 2 / J Va - a: 0 ) 3 J Va — x 3 ) 2 J ]/(l — y 3 ) = 3 J \ 


de 


y 3 ) 3«^|/(1 — gg 

sumto y = xx et z = x 3 . Notanduin autem est inter bas et priman 

f dx 2 Ç y d y =2( 2 ) 

J Va - x z y J Via - y*y W 

relationem dari, quae est [§ 384] 

ita ut prima admissa hic altéra suffi ciat. 
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CAPUT I 


DE SEPARATIONE VARIABILIUM 

DEFINITIO 

397. In aequatione differentiali separatio variabilium locum hàbere dicitur, 
cum aequationem ita in duo membra dispescere licet, ut in utroque unica tantum 
variabilis cum suo differentiali insit. 

COROLLARIUM 1 

398. Quando igitur aecjuatio differentialis ita est comparata, ut ad hanc 
formam Xdx = Ydy reduci possit, in qua X functio sit solius x et Y solius y, 
tum ea aequatio separationem variabilium admittere dicitur. 

COROLLARIUM 2 

399. Quodsi P et X functiones ipsius x tantum, at Q et Y functiones 
ipsius y tantum dénotent, haec aequatio PYdx = QXdy separationem varia- 
bilium admittit; nam per XY divisa abit in P -y~- = in qua variabiles sunt 
separatae. 

COROLLARIUM 3 

400. In forma ergo generali = F separatio variabilium locum habet, 
si V eiusmodi fuerit functio ipsarum x et y, ut in duos factores resolvi 
possit, quorum alter solam variabilem x, alter solam y contineat. Si enim 
sit V=XY, inde prodit aequatio separata d y = Xdx. 
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SCHOLION 

401. Posita differentialium ration e ^ = p in liac sectione eiusmodi 
relationem inter x, y et p considerare instituimus, qua p aeqnetur functioni 
cuicnnque ipsarum x et y. Hic igitur primum eum casum contemplamur, 
quo ista functio in dnos factores resolvitur, quorum alter est functio tantum 
ipsius x et alter ipsius y, ita ut aequatio ad hanc formam reduci possit 
Xdx = Tdy, in qua binae variabiles a se invicem separatae esse dicuntur. 
Àtque in hoc casu formulae simplices ante tractatae continentur, quando 
Y = 1, ut sit dy = Xdx et y =f Xdx, ubi totum negotium ad integrationem 
formulae Xdx revocatur. Haud maiorem autem habet difficultatem aequatio 
separata Xdx = Ydy, quam perinde ac formulas simplices tractare licet, id 
quod in sequente problemate ostendemus. 


PEOBLEMA 49 

402. Aequationem differentialem, in qua variabiles sunt separatae, integrare 
seu aequationem inter ipsas variabiles invenire. 

SOLUTIO 

Aequatio separationem variabilium admittens semper ad hanc formam 
Ydy = Xdx reducitur, ubi Xdx tanquam differentiale functionis cuiusdam 
ipsius x et Ydy tanquam differentiale functionis cuiusdam ipsius y spectari 
potest. Cum igitur differentialia sint aequalia, eorum integralia quoque aequalia 
esse vel quantitate constante differre necesse est. Integrentur ergo per prae- 
cepta superioris sectionis seorsim ambae formulae seu quaerantur integralia 
J Ydy et J'Xdx, quibus inventis erit utique J'Ydy =J Xdx Const., qua 
aequatione relatio finita inter quantitates x et y exprimitur. 

COKOLLARIUM 1 

403. Quoties ergo aequatio differentialis separationem variabilium ad- 
mittit, toties integratio per eadem praecepta, quae supra de formulis sim- 
plicibus sunt tradita, absolvi potest. 
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COEOLLARIUM 2 

404. In aequatione integrali J* Ydy = J* Xdx + Const. vel ambae func- 
tiones J" Ydy et J*Xdx sunt algebraicae, vel altéra algebraica, altéra vero 
transcendens, vel ambae transcendentes, sicque relatio inter x et y vel erit 
algebraica vel transcendens. 

SCHOLION 

405. In separatione variabilium a nonnullis totum fundamentum reso- 
lntionis aequationum differentialium constitni solet, ita ut, cum aequatio 
proposita separationem variabilium non admittit, idonea substitutio sit in- 
vestiganda, cuius beneficio novae variabiles introductae separationem patiantur. 
Totum ergo negotium hue reducitur, ut proposita aequatione differentiali 
quacunque eiusmodi substitutio seu novarum variabilium introductio doceatur, 
ut deinceps separatio variabilium locum sit habitura. Optandum utique esset, 
ut huiusmodi methodus pro quovis casu idoneam substitutionem inveniendi 
aperiretur; sed nihil omnino certi in hoc negotio est compertum, dum 
pleraeque substitutiones, quae adhuc in usu fuerunt, nullis certis principiis 
innituntur. Deinde autem variabilium separatio non tanquam verum funda- 
mentum omnis integrationis spectari potest, propterea quod in aequationibus 
differentialibus secundi altiorisve gradus nullum usum praestat; infra autem 
aliud principium latissime patens sum expositurus. In hoc capite intérim 
praecipuas integrationes ope separationis variabilium administratas exponere 
operae pretium videtur, quandoquidem in hoc arduo negotio quam plurimas 
methodos cognoscere plurimum interest. 


PROBLEMA 50 

406. Aequationem differentialem Pdx — Qdy, in qua P et Q sint fundiones 
homogeneae eiusdem dimensionum numeri ipsarum x et y, ad separationem varia- 
bilium reducere eiusque intégrale invenire. 

SOLUTIO 

Cum P et Q sint functiones homogeneae ipsarum x et y eiusdem dimen- 
sionum numeri, erit functio homogenea nullius dimensionis, quae ergo 

33 * 
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posito y — ux abit in functionem ipsius u. Ponatur igitur y — ux abeatque 
^ in U functionem ipsius u, ita ut sit dy = Udx. Sed ob y = ux fit 
dy = udx -f- xdu. qua snbstitutione nostra aequatio induet banc formam 
udx + xdu — Udx inter binas variabiles x et u, quae manifesto sunt separa- 
biles. Nam dispositis terminis dx continentibus ad unam partem habetur 
xdu = {U — u)dx ideoque 

dx du 

x U—u’ 

quae integrata dat Ix — > ita ut iam ex yariabili u determinetur x, 
unde porro cognoscitur y = ux. 

COROLLARIUM 1 

407. Quodsi ergo intégrale fjf— etiam per logarithmos exprimi possit, 
ita ut Ix aequetur logaritbmo functionis cuiuspiam [algebraicae] ipsius u, 
habebitur aequatio algebraica inter x et u ideoque pro u posito valore -|- 
aequatio algebraica inter x et y. 

COROLLARIUM 2 

408. Cum sit y = ux, erit ly = lu-\-lx ideoque, cum sit Ix = erit 

, , , C du C du . r du 

h = i»+Jz t=ï-Jt+Jü=ï' 

quibus integralibus m unum reductis fit ly = Su'u— u } ' ^erum bic notandum 
est non in utraque integratione pro Ix et ly constantem arbitrariam adiicere 
licere; statim enim atque alteri integrali est adiecta, simul constans alteri 
adiicienda definitur, cum esse debeat ly = lx-\- lu. 

COROLLARIUM 3 

409. Cum sit 

f du fdu-dU+dU r du ÇdU—du 
J U-u J U-u ~J U-u J U-u ’ 


ob hoc posterius membrum per logarithmos integrabile erit 
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Ix 


= JjHL-lçiT—u) seu lx(U — u) = J 


dU 


U—u 


Perinde ergo est, siye haec formula sive integretur. 


SCHOLION 


410. Quoniam haec methodus ad omnes aequationes homogeneas patet 
neque etiam ob irrationalitatem, quae forte in functionibus P et Q inest, 
impeditur, imprimis est aestimanda plurimumque aliis methodis anteferenda, 
quae tantum ad aequationes nimis spéciales sunt accommodatae. Atque bine 
etiam discimus omnes aequationes, quae ope cuiusdam substitutionis ad 
bomogeneitatem reyocari possunt, per eandem metbodum tractari posse. 
Yeluti si proponatur baec aequatio 


dz + zzdx = 


adx 
xx ’ 


statim patet posito z = y eam ad banc bomogeneam — ~ ~ seu 

xxdy = dx (ccx — ayy) 

reduci [§ 414]. 

Caeterum non difficulter perspicitur, utrum aequatio proposita huius- 
modi substitutione ad bomogeneitatem perduci queat. Plerumque, quoties 
quidem fieri potest, • suffleit bas positiones x = u m et y = v n tentasse, übi 
facile iudicabitur, num exponentes m et n ita assumere liceat, ut ubique 
idem dimensionum numerus prodeat; magis enim complicatis substitutionibus 
in hoc genere vix locus conceditur, nisi forte quasi sponte se prodant. 
Methodum autem integrandi hic expositam aliquot exemplis illustrasse iuvabit. 


EXBMPLUM 1 

411. Proposita aequatione differentiali homogenea xdx + ydy = mydx eius 
intégrale invenire. 

Cum ergo bine sit = )W - ~- , posito y = ux fit m ' J y - — 1 ideoque 

ob dy — udx + xdu erit 

udx 4- xdu = — — dx 

' u 
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hincque 

dx 

udu 

— udu 


X 

mu — 1 — ww 

1 — mu -f - uu 

seu 

dx 

— + %mdu 

\mdu 

unde integrando 

X 

1 — mu + uu 

1 —mu + uu ’ 

Zæ = — 


— mu -f- uu) — y 

m f 1- Const., 

J 1 — mu + uu 


ubi très casus sunt considerandi, prout m > 2 vel m < 2 vel ni = 2. 


1) Sit > 2 et 1 — mw + uu huiusmodi formam habebit 


u — a) (u — — ) , 


ut sit m = a + — = — — 1 , et ob 

1 a a 9 


du a du a du 

{u~~a)j[u — ^j aa — 1 u — a aa— 1 u — ™ 

fiet 

Ix = — — Z(1 — m ^ + «w) aa ~*~ 1 — Z + C 

2 7 2(aa-l) u-| 

seu 

7 7 //., , \ | aa + 1 -.au — aa 7 

4æy(l WW H- MW) 4- 2 ri- = fc 

v ' 2 (a o — 1) au — 1 

et restituto valore u = aequatio integralis erit 


'*» - -*» + ») + - * 


«CZ-j-l 


f au — aax^iaa-i)-./. N 

v o y -a; / U** - mxy + yy) = c. 


2) Sit m <2 seu m = 2 cos. « ; erit 


A 




x 4 w sm. a 

i A-ns 1 . tâjUg. ? 

m. a ° ° 1 — u cos. a 


‘2wcos. cc-\-uu si n. 


seu 
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unde 


seu 


lxV(l — mu + uu) = C — Ang. tang. 


u sm. a 


U cos. cc 


~ cos. k i i y sm. « 

+ 0-^ Ang. tang. 


3) Sit m = 2; erit 
hincque 


fi 


du 


(1 — u) 2 1—u 

lx{\ = seu l(x — y) = 


EXEMPLUM 2 

412. Proposita aequatione differentiali homogenea dx(ax + fl y) — ày(yx ây) 

eius intégrale invenire. 

Posito y = ux erit udx + xdu === dx • yrr$^ ideoque 

dx du (y + 4 m) + — + 

a; a -|- /îw — yw — dww « + (/3 — y) 14 — 

unde integrando 

ix=c- iV(a + (/3- r )u- âuu) + }(/? + r) f a + 0 j*y u -J ïï> 

ubi iidena casus qui ante sunt considerandi, pront scilicet denominat'or 
a ^ (fi — y) U — duu vel duos factores habet reales et inaeqnales vel aequales 
vel imaginarios. 


EXEMPLUM 3 

413. Proposita aequatione differentiali homogenea xdx + ydy = xdy — ydx 
eius intégrale invenire. 

fl iim bine sit = posito y = ux fit udx -f xdu = seu 

xdu = ^zf~dx, unde colligitur 

dx du — udu 


et integrando 


x 


1 + uu 
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seu 


lx — Ang. tang. u — lY{ 1 + uu ) + G 
lY(xx -f- y y) = O + Ang. tang. — • 


EXEMPLUM 4 


414. Proposita aequatione differentiali Jiomogenea xxdy = (xx — 
intégrale invenire. 

Hic ergo est || = et posito y = ux prodit 

udx-\-xdu = (l — auu)dx 

ideoque 


dx 

x 


du 

1 — u — auu 


et 



du 

— u — auu ’ 


cuius evolutioni non opns est immorari. 


ayy)dx eius 


EXEMPLUM 5 

415. Proposita aequatione differentiali homogenea xdy — ydx = dxY(xx -{-y y) 
eius intégrale invenire. 

Erit ergo = — — — > nnde posito y = ux fit 

udx + ccdu = (u + ]/(l + uu)) dx 
seu 

xdu = dxY(l + uu) , 

ita ut sit 

dx du 

x Y( 1 + uu) 

cuius intégrale est 

lx - U + l (» + V(1 + „«.))- la + i (ï±r^±«0) 
seu 

lx = la + l—, — , 

Y{xx + yy)-y 

unde colligitur x = seu Y(xx+yy)=a+y hincque 

xx = aa + 2 ay. 
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SCHOLION 

416. Hue etiam functiones transcendentes numerari possunt, modo affi- 
ciant functiones nullius dimensionis ipsarum x et y, quia posito y = ux simul 
in functiones ipsius u abeunt. Ita si in aequatione Pdx = Qdy, praetêrquam 
quod P et Q sunt functiones homogeneae eiusdem dimensionum numeri, in- 
sint huiusmodi formulae l Y^PL+1È. } e v- Ang. sin. — — — , cos.— etc., 

x f/(xx + yy) y 

methodus exposita pari successu adhiberi potest, quia posito y — ux ratio 
|| aequatur functioni solius novae variabilis u. 


PBOBLEMA 51 

417. Aequationem differentialem primi ordinis 

dx(a + fi x + y y) = dy(â + sx + £y) 
ad separationem variabilium revocare et integrare. 


Ponatur 


S0LUT10 


a + j3x + yy = t et â + ex + Xy = u, 
ut fiat tdx = udy. At inde colligimus 


bineque 


Çt — yu — aÇ-\-yd , Pu — st-{-ae — pd 

Pt—ye 6 Pt — ys 

dx:dy — Çdt — y du : (3du — edt, 


unde nanciscimur hanc aequationem 


seu 


"Qtdt — ytdu = (3udu — eudt 
dt(£t + su) = du((3u + yt ); 


quae cum sit homogenea et cum exemplo § 412 conveniat, integratio iam est 
expedita. 


34 
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Yerum tamen casus existit, quo haec reductio ad homogeneitatem locum 
non habet, cum fuerit /?Ç — y b — 0, quoniam tum introductio novarum varia- 
bilium t et u tollitur. Hic ergo casus peeuliarem requirit solutionem, quae 
ita instituatur. Quoniaxn tum aequatio proposita eiusmodi formam est habitura 

adx + (@x + yy)dx = âdy + n(Jîx + yy)dy , 

ponamus fix yy — z; erit 

dy « + * 

dx ô + nz 

k» j dz — dx 

At dy = — ergo 

dz — (idx a -{-s ^ 

y d~\-nz ’ 

ubi variabiles manifesto sunt separabiles; fit enim 


dx = 


dz (S + nz) 
ay + + (y + n(3)g’ 


cuius integratio logarithmos involvit, nisi sit y n/3 = 0, quo casu algebraice 


dat x — 


2 $z + nzz 

2(«y + /3<?) 


+ 0 . 


COROLLARIUM 1 

418. Aequatio ergo differentialis primi ordinis, uti vocatur, in genere ad 
homogeneitatem reduci nequit, sed casus, quibus (3Ç = ye , inde excipi debent, 
qui etiam ad aequationem separatam omnino diversam deducunt. 

COEOLLARIUM 2 

419. Si in his casibus exceptis sit n — 0 seu haec proposita sit aequatio 
dy = dx(a + (3x + y y), posito (3x-\-yy = z ob d = 1 haec oritur aequatio 
dx = yjzçjZyyl:’ cu i us intégrale est 

7 p + ay + yz 7 /3 + ay + $yx + yyy 

yX = l- - c c 


seu 


+ r( a + P x + yy) = Ce yx . 



299 — 300 ] 


DE SEPARATIONE VARIABILIÜM 


267 


PEOBLEMA 52 

420. Proposita aequatione differentiali huiusmodi 

dy + Pydx = Qdx, 

in qua P et Q sint functiones quaecunque ipsius x, altéra autem variabtlis y cum 
suo differentiali nusquam plus una hàbeat dimensionem, eam ad separationem varia - 
bilium perducere et integrare. 


SOLTJTIO 

Quaeratur eiusmodi functio ipsius x, quae sit X, ut facta substitutione 
y — Xu aequatio prodeat separabilis. Tum autem oritur 

Xdu -{- udX + PXudx — Qdx, 

quam aequationem separationem admittere evidens est, si fuerit dX-j-PXdx = 0 
seu 


unde integratio dat 

l X - -f Pdx et X = e~S pdx ; 

hac ergo pro X sumta functione aequatio nostra transformata erit Xdu = Qdx 
seu 

7 Qdx fpdx 7 
du = - s -ÿç- = e Qdx, 

unde, cum P et Q sint functiones datae ipsius x, erit 

u — J' 'ef rdx Qdx = 

Quocirca aequationis propositae intégrale est 

y — e~S Fdx j' e-P dx Qdx. 

COEOLLARIÜM 1 

421. Resolutio ergo huius aequationis dy 4 Pydx — Qdx duplicem re- 
quirit integrationem, alteram formulae f Pdx, alteram formulae fe^ FAx Qdx. 


34 * 
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Sufficit autem in posteriori constantem arbitrariam adiecisse, cum valor ipsius y 
plus una non recipiat. Etiamsi enim in priori loco J* Pdx scribatur J Pdx-\- C, 
formula pro y manet eadem. 


COROLLARIUM 2 

422. Dum ergo formula Pdx integratur, sufficit eius intégrale particulare 
sumi ideoque constanti ingredienti eiusmodi valorem tribui convenit, ut inte- 
gralis forma fiat simplicissima. 

SCHOLION 

423. En ergo aliud aequationum genus non minus late patens quam 
praecedens homogenearum, quod ad separationem variabilium perduci hocque 
modo integrari potest. Inde autem in Analysin maxima utilitas redundat, 
cum hic litterae P et Q functiones quascunque ipsius x dénotent. Hoc ergo 
modo manifestum est tractari posse banc aequationem 

Bdy + Pydx = Qdx, 

si etiam B functionem quamcunque ipsius x denotet. Facta enim divisione per 
B forma proposita prodit, modo loco P et Q scribatur ~ et Q, ita ut inté- 
grale futurum sit 



Ad huius problematis illustrationem quaedam exempla adiiciamus. 

EXEMPLUM 1 

424. Proposita aequatione differentiali dy -f- ydx = x n dx eius intégrale invenire. 
Cum hic sit P = 1 et Q = x n , erit j* Pdx = x et aequatio integralis fiet 

y = e~ x j*e x x n dx, 

quae, si n sit numerus integer positivus, evadet [§ 223] 


y — e x (e x (x n — nx n 1 + n(n — l')x n ~ 3 — etc.) + C ) , 
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qua evoluta prodit 

y = Ce~ x x n — nx n ~ l -J- n(n — l)af -2 — n(n — 1) (n — 2)af ~ s + etc., 

unde pro simplicioribus valoribus ipsius n, 

si» = 0, erit y = Ge~ x + 1, 

si n = 1, erit y = Ce~ x -f- x — 1, 

si» = 2, erit y = Ce~ x + x 2 — 2x + 2-1, 

si n = 3, erit y = Ce - * + æ 3 — 3a; 2 + 3 • 2a; — 3-2-1 

etc. 

COROLLARIUM 1 

425. Si ergo constans C sumatur = 0, habebitur intégrale particulare 
y = x n — nx n ~ x + n(n — l)a;” -3 — n(n — 1)(» — 2)a;" -3 + etc., 

quod ergo est algebraicum, dummodo n sit numerus integer positivus. 

COROLLARIUM 2 

426. Si intégrale ita determinari debeat, nt posito x = 0 valor ipsius y 
evanescat, constans G aequalis sumi debet ultimo termino constanti signo 
mutato, unde id semper erit transcendens. 


EXEMPLUM 2 

427. j Projoosita acquatione differentiali (1 — xx)dy + xydx = adx eius inté- 
grale invenire. 

Aequatio ista per 1 — xx divisa ad hanc formam reducitur 


dy + 


xydx 

1—xx 


adx 

1—xx’ 


ita ut sit P= r ^— , Q = y^xx ’ hinc 

fpix—in i-**) /,d '-yYY 
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ex quo intégrale reperitur 

quocirca intégrale quaesitum erit 

y = ax -f- C'l / (1 — xx) ; 

quod si ita determinari debeat, ut posito æ = 0 [evanescat], s umi oportet 
G = 0 eritque y = aæ. 

EXEMPLUM 3 


428. Proposita aequatione differentiali dy + = adx eius intégrale 


mvemre. 


Cum hic sit P = 


et Q = a, erit 


et 


1 /( 1 + OCX) 

fPdx = nl{x + Y(1 + XX)) et e fPd * = (x + ]/(l + xx)) n 

(y(i + xx) _ x y } 

unde intégrale quaesitum erit 

y = (l/(l + æa?) — x) n J‘adx (x +- /(l + a^))", 
ad quod evolvendum ponatur x + ]/(! + ira) = « et fîet a; = hinc 


ergo 


dx== d u ( 1 +^ ) 

2 uu 


J u n dx 


w 


n — 1 


u n + 1 

+ J^+C. 


2(w — 1) ' 2(n + 1) 

Nunc quia (V(l + xx) — x )* erit 


y=Cu-'+J^+ au 


sive 


2(w — 1) ~ 2(n + 1) 


y - 0(V( 1 + xx) - x y + 0/(1 + XX) -x) + 


(l/(l + xx) + x) , 
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quae expressio ad hanc formam reducitur 

y = C(]/(l + xx) — x) n -\ — i ^ L —V( 1 + xx ) • 

' v 1 ' vin — 1 v ' ww — 1 

Si intégrale ita determinari debeat, ut posito x = 0 fiat y = 0 , sumi oportet 

q na 

nn — 1 


PKOBLEMA 53 

429. Proposita aequatione differentiali 

dy + Pydx = Qy n+X dx, 

ubi P et Q dénotent functiones quascunque ipsius x, eam ad separationem variàbilium 
reducere et integrare. 

S0LUTI0 

Haec aequatio posito ~ = z statim ad formam modo tractatam reduci- 

y 

tur; nam ob -J = — ~ aequatio nostra per y divisa, scilicet 

-V + Pdx = Qy n dx, 

statim abit in 

— p ( ix = - seu dz — nPzdx = — n Qdx, 

nz z 

cuius intégrale est 

z — — e n P Pdx j e~ n P Fdx n Qdx 

ideoque 

\ = — ne n f Pdx J‘e~ n J Fdx Qdx. 

Tractari autem potest ut praecedens quaerendo eiusmodi functionem X, 
ut facta substitutione y = Xu prodeat aequatio separabilis; prodit autem 

Xdu + udX + PXudx = X n+1 u n+1 Qdx. 

Fiat ergo 

dX+PXdx = 0 seu X = e~S Fdx 

eritque 

J^i = X n Qdx = e—S ria Qdx 
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et integrando 

— Ce- n f Pdx Qdx. 
nu n J * 

Iam quia 

f Pdx 

U = J = er 7 y, 

habebitur ut artte 

1 = _ ne n S Pdx f e~”f Pdx Qdx. 

SCHOLION 

430. Hic ergo casus a praecedente non differre est censendus, ita ut Mc 
nihil novi sit praestituxn. Atque haec duo généra sunt fere sola, quae quidem 
aliquanto latius pateant, in quibus separatio variabilium obtineri queat. Cae- 
teri casus, qui ope cuiusdaxn substitutionis ad variabilium separationem prae- 
parari possunt, plerumque sunt nixnis spéciales, quam ut insignis usus inde 
expectari possit. Intérim tamen aliquot casus prae caeteris memorabiles hic 
exponamus. 


PROBLEMA 54 

431. Proposita hac aequatione differentiali 

aydx + ftxdy + x m y n (yydx + âxdy) = 0 
eam ad separationem variabilium reducere et integrare. 


SOLÜTIO 

Tota aequatione per xy divisa nanciscimur banc formam 




- 0 , 


unde statim bas substitutiones x a y ? = if et x Y y ô = u insigni usu non esse cari' 
turas colligimus; inde enim fît 


ccdx . i îdy dt 

« ^~T~1 


et ^ + ^ = 
x y 


du 


u 
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m 


hincque aequatio nostra 


dt 


+ x m y n 


du 

u 



Àt ex substitutione sequitur af tâ ~^ Y — t ô u~P et y rxü ~^ Y -= u a t~ Y ideoque 

â — fi —y a 

x = et y = t aS ~^ Y u ttS ~^ Y , 


quibus substitutis fit 


ideoque 


T# 

f+r r - 


yn an — fim 




du 

u 


= 0 


y n — dm ^ an — fim 

t aà -?r~ dt + u at ~^ Y ~ du = 0 , 


cuius aequationis intégrale est 


y n — ô m 

ipà-Pr 

yn—âm 


an— fi m 

an — (5m 


= G, 


ubi tantum superest, ut restituantur valores t = x a y ? et u = x Y y s . Caeterum 
notetur, si fuerit vel yn — dm = 0 vel an — (3m = 0, loco illorum membrorum 
vel It vel lu scribi debere. 


SCHOLION 

432. Ad aequationem propositam ducit quaestio, qua eiusmodi relatio 
inter variabiles x et y quaeritur, ut fiat 

j ydx = axy -j- bx m+1 y n+1 ; 

ad banc enim resolvendam differentialia sumi debent, quo prodit 
ydx — axdy -j- aydx -f- bx m y\(m + 1 )ydx + (n -f- 1 )xdy), 
qua aequatione cum nostra forma comparata est 

a = a — 1, (3 = a, y — (m + 1)& et d = (w + l)&, 

ergo 

ad — (3 y — (n — m)ab — (n + 1 )b, 
an — (3m = (n — m) a — n et yn — dm = (n — m) b, 

unde aequatio integralis fit manifesta. 
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PROBLEMA 55 

433. Proposita Tiac aequatione differentiàli 

ydy + dy{a -f- bx = ydx(c + n %) 

eam ad separationem varidbilium reducere et integrare. 


Cum bine sit 


tentetur haec substitutio 


SOLUTIO 

dg _ y(c±nx} 
dx y + a + bx-\-nxx’ 


y(c±nx) u 

y + a + bx + nxx 


seu y ■ 


u (a + bx + nxx) 
c-\~nx — u 


fierique débet dy = udx seu 

dy udx dx{c-\-nx — u) 

y y a-\-bx + nxx 


At ex logarithmis colligitur 


dy 

y 



dx(b + 2 nx) 
a-\-bx + nxx 


ndx — du dx(c + nx — u) 

c + nx — u a + bx + nxx’ 


quae contrahitur in 

du(c-\- nx) — nudx dx(c — b — nx — u) 

u(c + nx — u) a-\-bx + nxx 


seu 


du(c + nx ) dx(na J r cc — bc + (b — 2c)u + uu) 

u(c + nx—u) (c + nx — u){a -\-bx + nxx ) 


quae per c + nx — u multiplicata manifesto est separabilis, proditque 


dx du 

{a~\~bx + nxx)(c + nx) u(na-{-cc — bc + (b — 2 c)u + uu) * 

cuius ergo integratio per logaritlimos et angulos absolvi potest. Casu autem 
hic vix praevidendo evenit, ut haec substitutio ad votum successerit, neque 
hoc problema magnopere iuvabit. 
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PROBLEMA 56 

434. Propositam hanc aequationem differentialem 

iéÏ^+ïû 

' ' Va +m) 

ad separationem variabilium reducere et integrare. 

SOLUTIO 

Ob irrationalitatem duplicem vix ullo modo patet, cuiusmodi substitutione 
uti conveniat. Eiusmodi certe quaeri convertit, qua eidem signo radicali non 
ambae variabiles simul implicentur. Ad hune scopum commoda videtur haec 
substitutio 

x — u 


qua fit 


y — x 


y 


-m( 1 + xx) 


1 + xu 


i + yy 


(1 + xx) (l +uu) 


et 


(1 + xuy 


1+xu 

dy 

atque his valoribus in nostra aequatione substitutis prodit 


dx{l + uu) — du(l + xx) 
(l+æw ) 2 1 


— udx(l + uu) + udu(l + xx) = ndx(l +■ uu)Y( 1 + uu), 

quae manifesto separationem variabilium admittit; colligitur scilicet 

dx udu 

1+xx (1 + uu)(n]/{l + uu) + u) 

quae aequatio posito 1 + uu = U concinnior redditur 

dx dt 

1+xx t(nt + V Cf# — 1)) 

et ope positionis t = sublata irrationalitate 


dx 


2ds(l — $s) 


2 ds 


1+xx (1 +ss)(w + 1 + (n— l)ss) 1 +SS n+ 1 +(n — l)ss’ 

cuius integratio nulla amplius laborat difficultate. 


2nds 


35 * 



276 lIBRl PRIÔRIS PARS PRIMA SECTIÛ SECUNDA CAPUT I § 435-436 [309—310 


SCHOLIOR 

435. In hoc casu praecipue substitutio y — notari meretur, qua 
duplex irrationalitas tollitur, unde operae pretium erit yidere, quid hac sub- 
stitutione generaliori praestari posait 

ux + u 

y 1 -\-fixu’ 

inde autem fit 


-/3mm)(1 — apxx) 
(î + pxuy 1 


w(l — afixx) 
1 + /3æw 


dy = 


-(iuu) + du(l 
(1 + (ixuy 


ac iam facile perspicitur, in cuiusmodi aequationibus haec substitutio usum 
afferre possit; eius scilicet benificio haec duplex irration alitas re _ 

ducitur ad hanc simplicem , quam porro facile rationalem red- 

dere licet. 

Atque hi fere sunt casus, in quibus reductio ad separabilitatem locum 
invenit, quibus probe perpensis aditus facile patebit ad reliquos casus, qui 
quidem etiamnum sunt tractati; unicam vero adhuc investigationem apponam 
circa casus, quibus haec aequatio dy + yydx = ax m dx separationem variabilium 
admittit, quandoquidem ad huiusmodi aequationes fréquenter pervenitur atque 
haec ipsa aequatio olim inter Geometras omni studio est agitata [§ 441]. 


PROBLEMA 57 


436. Pro aequatione dy yydx — ax m dx valores exponentis m définir e, qui- 
bus eam ad separationem variabilium reducere licet. 


SOLUTIO 

Primo haec aequatio sponte est separabilis casu m = 0; tum enim ob 
dy==dx(a — y y) fit dx = -~—- Omnis ergo investigatio in hoc versatur, ut 
ope substitutionum alii casus ad hune reducantur. 
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Ponamus y = — et fit 


bdz + bbdx = ax m zzdx; 


quae forma ut propositae similis evadat, statuatur x m+1 = t, ut sit 


eritque 


mJ dt i 7 t m+1 dt 

x m dx = — — et dx = — r— , 

m q- 1 m + 1 


m + 1 m -|- 1 


quae sumto & = ad similitudinem propositae propius accedit, ut sit 

— m 

dz + zzdt = TJ t m+1 dt. 

(m + l ) 2 

Si ergo haec esset separabilis, ipsa proposita ista substitutione separabilis 
fieret et vicissim; unde concludimus, si aequatio proposita separationem ad- 
mittat casu m — n, eam quoque esse admissuram casu m = • Hinc autem 

ex casu m== 0 alius non reperitur. 

Ponamus y = ^ — ut sit 

, dx dz . 2zdx , dx 2zdx . zzdx 

dy et yydx = > 

y Ææ xx 1 æ 3 ^ ææ z or 


unde prodit 


Al + e JÉ± = ax ™dx seu dz — — = — ax m+2 dx; 
xx 1 æ 4 ææ 


sit nunc a; = y et fit 


dz zzdt = at~ m ^dt; 


quae c um propositae sit similis, discimus, si separatio succédât casu m 
etiam succedere casu m = — n — 4. 

Ex uno ergo casu m = n consequimur duos, scilicet 


m = 


et m = — n — 4. 



278 LIBRI PRIORIS PARS PRIMA SECTIO SECUNDA OAPIJT I § 436-441 [311—312 

Cum igitur constet casus m = 0, bine formulae alternatim adhibitae praebent 
sequentes 


m = — 4, m 


3 ’ 


8 8 12 
*» — — g-* m = — -, m = — — , 


12 16 , 
m = — y, rn = — y etc.. 


qui casus omnes in hac formula m 


■ a 


2 » + l 


continentur. 


COROLLARIUM 1 
487. Quodsi ergo fuerit yel 


m 


— 4 i , —4 i 

vel m ■■ 


2i + 1 


2i — l’ 


aequatio dy + yydx = ax m dx per aliquot substitutiones repetitas 1 ) tandem ad 
formam du -j- uudv — cdv, cuius separatio et integratio constat, reduci potest. 


COROLLARIUM 2 

438. Scilicet si fuerit wi = , aequatio dy + yydx = ax m dx per sub- 

stitutiones 

1 

x — t m+1 et y 

reducitur ad hanc 


a 


(m -f- 1)0 


dz + zzdt 


(m + 1 ) : 


t n dt, 


ut sit « = 27 — 7 , qui casus uno gradu inferior est censendus. 


1) Vide litteras ab Eulero ad Goldbachium 25. 11 (6. 12). 1731 et 3 (14). 1. 1732 
scriptas (n. 788 indicis Enestroemiani), Correspondance mathématique et physique 
publiée par P. H. Fuss, t. 1, St. Pétersbourg 1843, p. 58 et 63; Leonsardi Euleri Opéra omnia, 
sériés III, vol. 12. E. E. 


r 
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COBOLLABIUM 3 

439. Sin autem fuerit m — , aequatio dy -j- yydx — ax m dx per has 

substitutiones 

x = — et y — s eu y = t — ttz 

t x xx 

reducitur ad banc dz + zsdt — at n dt, in qua est 

— 4 (» — l) — 4 (* — l) 

n ~~ ai- 1 2(i — î) + 1 ’ 

qui casus denuo uno gradu inferior est. 

COBOLLABIUM 4 

440. Omnes ergo casus separabiles hoc modo inventi pro exponente m 
dant numéros negativos intra limites 0 et — 4 contentos, ac si i sit numerus 
i nfini tus, prodit casus m = — 2, qui autem per se constat, cum aequatio 

, , , adx 

dy + yydx = ^- 

posito y = y fiat homogenea [§ 410] . 

SCHOLION 1 

441. Aequatio haec dy + yydx = ax m dx yocari solet Biccatiana ab Auctore 
Comité Biccati, qui primus casus separabiles proposuit. *) Hic quidem eam 
in forma simplicissima exbibui, cum eo haec dy + Ayytdt = Bt l dt ponendo 
Alfdt = dx et At f,+1 = (u + l)x statim reducatur. 

Caeterum etsi binae substitutiones, quibus hic sum usus, sunt simplicissimae, 
tamen magis compositis adhibendis nulli alii casus separabiles deteguntur; ex 
quo hoc omnino memorabile est visum banc aequationem rarissime separa- 
tionem admittere, tametsi numerus casuum, quibus hoc praestari queat, révéra 
sit infinitus. 


1) Iacopo Ricoati (1676—1754) primus quidem proposuit problema casus separabiles in- 
veniendi, Acta erud., Suppl, t. VIII, 1724, p. 73 et Acta erud. 1723, p. 509, sed Dan. Bebhoulli 
(1700 — 1782) primus hos casus publici iuris fecit, Acta erud. 1725, p. 473. E. E. 
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Caeterum haec inyestigatio ab exponente ad simplicem coefficientem tra- 

ni 

duci potest; posito enim y = x 1 2 z prodit 


ubi si fiat 


-, m m 

dz + —, ~ X - + x 2 zzdx = ax 2 dx, 
2x ' ’ 


m + 2 


x 2 dx = dt et x 2 = 1, 


•x dx 2 dt t . 

ent sjï tmC( l ue 


dz + 7 ~r^r-. + zzdt = adt, 


quae ergo aequatio, quoties fuerit = + 2i seu numerus par tam posi- 
tivus quam negativus, separabilis reddi potest, ita ut haec aequatio 

dz + —^1 _j_ z zdt = adt 


semper sit integrabilis. Si praeterea ponatur z — u — oritur 

du uudt = adt — 

4 (m + 2 ytt 


et pro casibus separabilitatis m = habetur 

du + uudt — adt + — — ^ • 

Zt 


Uberiorem autem huius aequationis evolutionem, quandoquidem est maximi 
momenti, in sequentibus x ) docebo, ubi de integratione aequationum diff eren- 
tialium per sériés infinitas sum acturus; hinc enim facilius casus separabiles 
eruemus simulque integralia assignare poterimus. 


SCH0LI0N 2 

442. Ampliora praecepta circa separationem variabilium, quae quidem 
usum sint habitura, vix tradi posse videntur, unde intelligitur in paucissimis 
aequationibus differentialibus hanc methodum adhiberi posse. Progrediar 
igitur ad aliud principium explicandum, unde integrationes haurire liceat, 

1) Vide Institutionum calcuïi mtegraMs vol. II cap. VII, § 940, 941, 943, 955 — 966; cf. 

quoçpie § 831—841; Leonsardi Euleri Opéra owmia, sériés I, vol. 12. F. E. 
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quod multo latius patet, dum etiam ad aequationes differentiales altiorum 
graduum accommodari potest, ita ut in eo verus ac naturalis fons omnium 
integrationum contineri videatur. 

Istud autem principium in hoc consistit, quod proposita quacunque 
aequatione differentiali inter duas variabiles semper detur functio quaedam, 
per quam aequatio multiplicata fiat integrabilis; aequationis scilicet omnia 
membra ad eandem partem disponi oportet, ut talem formam obtineat 
Pdx + Qdy = 0; ac tum dico semper dari functionem quandam variabilium 
x et y, puta F, ut facta multiplicatione formula VPdx + F Qdy integrabilis 
existât seu ut verum sit differentiale ex differentiatione cuiuspiam functionis 
binarum variabilium x et y natum. Quodsi enim haec functio ponatur = S, 
ut sit dS= VPdx + VQdy, quia est Pdx + Qdy = 0, erit etiam dS= 0 
ideoque $= Const., quae ergo aequatio erit intégrale idque completum aequa- 
tionis differentialis Pdx + Qdy = 0. Totum ergo negotium ad inventionem 
illius multiplicatoris F redit. 
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CAPUT II 


DE INTEGRATIONE AEQUATIONUM DIEFERENTIALIUM 

OPE MULTIPLIOATORÜM 

PROBLEMA 58 

44B. Propositam aequationem differentialem examinare, utrum per se sit inte- 
gràbilis necne. 

SOLUTIO 

Dispositis omnibus aequationis terminis ad eandem partem signi aequali- 
tatis, ut huiusmodi habeatur forma Pdx -f- Qdy — 0, aequatio per se erit 
integrabilis, si formula Pdx Qdy fuerit verum differentiale functionis cuius- 
piam binarum variabilium x et y. Hoc autem evenit, uti in Calculo Bifferen- 
tiali ostendimus, 1 ) si differentiale ipsius P sumta sola y variabili ad dy eandem 
habeat rationem ac differentiale ipsius Q sumta sola x variabili ad dx, seu 
adhibito signandi modo, quo in Calculo Biffer entiali sumus usi, si fuerit 

/dP\ = /dÇ\ 

\dy) \dx ) 

Nam si Z sit ea functio, cuius differentiale est Pdx + Qdy, erit boc signandi 
modo 



bine ergo sequitur 

m-tm et (*s)_("f) 

\dy/ \dxdyJ \dxJ \dydxJ 


1) Kevera Eulerus hoc ibi non ostendit. Cf. Institutiones caïculi differentiaïis , partis prions 
§231 et 240 (vide notam p. 41). F. E. 
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At est 


(ddZ\ _ 

/ ddZ\ 

\dxdy) 

\dydx) 


unde colligitur 

(d_P\ _ (dQ\' 

\dy ) \dxJ 

Quare proposita aequatione differentiali Pdx + Qdy = 0 utrum ea per se sit 
integrabilis necne, hoc modo dignoscetur. Quaerantur per differentiationem 
vaiores (g) et gf), qui si fuerint inter se aequales, aequatio per se erit 
integrabilis; sin autem hi valores sint inaequales, aequatio non erit per se 
integrabilis. 

COROLLARIUM 1 

444. Omnes ergo aequationes differentiales, in quibus variabiles sunt a 
se invicem separatae, per se sunt integrabiles; habebunt enim huiusmodi 
formam Xdx -f Ydy = 0, ut X sit functio solius x et Y solius y, eritque 
propterea (^f) = 0 et (-JJ) = 0. 

COROLLARIÜM 2 

445. Vicissim igitur si proposita aequatione differentiali Pdx -j- Qdy = 0 
fuerit (JJ) — 0 et (JJ-) = 0, variabiles in ea erunt separatae; littera enim P 
erit functio tantum ipsius x et Q tantum ipsius y. Unde aequationes sepa- 
ratae quasi primum genus aequationum per se integrabilium constituunt. 

COROLLARIÜM 3 

446. Evidens autem est fieri posse, ut sit (JJ) = (Jf)> etiamsi neuter 
horum valorum sit nihilo aequalis. Dantur ergo aequationes per se integra- 
biles, licet variabiles in iis non sint separatae. 

SCHOLION 

447. Critérium hoc, quo aequationes per se integrabiles agnoscimus, 
maximi est momenti in hac, quam tradere suscipimus, methodo integrandi. 
Quodsi enim aequatio deprehendatur per se integrabilis, eius intégrale per 
praecepta iam exposita inveniri potest; sin autem aequatio non fuerit per se 

36 * 
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integrabilis, semper dabitur quantitas, per quam, si ea multiplicetur, fiat per 
se integrabilis; unde totnm negotium eo revocabitur, ut proposita aequatione 
quacunque per se non integrabili inveniatur multiplicator idoneus, qui eam 
reddat per se integrabilem; qui si semper inveniri posset, nihil amplius in 
bac methodo integrandi esset desiderandum. Yerum baec investigatio raris- 
sime succedit ac vix adbuc latius patet quam ad eas aequationes, quas ope 
separationis variabilium iam tractare docuimus; intérim tamen non dubito 
banc metbodum praecedenti longe praeferre, cum ad naturam aequationum 
magis videatur accommodata atque etiam ad aequationes differentiales altio- 
rum graduum pateat, in quibus separatio variabilium nullius est usus. 


PROBLEMA 59 

448. Aequationis differentialis, quam per se integraUlem esse constat, intégrale 
invenire. 

SOLUTIO 

Sit aequatio differentialis Pdx -f Qdy = 0; in qua cum sit (f~) = , 

erit Pdx Qdy differentiale cuiuspiam functionis binarum variabilium x et 
y, quae sit Z , ut sit dZ = Pdx + Qdy. Cum ergo babeamus hanc aequa- 
tionem dZ— 0, erit intégrale quaesitum Z=C. Totum negotium ergo bue 
redit, ut ista functio Z eruatur, quod, cum sciamus esse dZ = Pdx + Qdy, 
baud difficulter praestabitur. Nam quia sumta tantum x variabili et altéra 
y ut constante spectata est dZ = Pdx, babemus bic formulam differentialem 
simplicem unicam variabilem x involventem, quae per praecepta superioris 
sectionis integrata dabit Z= J Pdx + Const., ubi autem notandum est in hac 
constante quantitatem bic pro constanti babitam y utcunque inesse posse, 
unde eius loco scribatur Y, ut sit 

Z=fPdx+Y. 

Deinde simili modo x pro constante babeatur spectata sola y ut variabili, 
et cum sit dZ= Qdy, erit quoque Z= Qdy + Const., quae constans autem 
quantitatem x involvet, ita ut sit functio ipsius x, qua posita X erit 

Z- f Qdy + X. 
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Quanquam autem neque hic functio X neque ibi functio Y determinatur, 
tamen, quia esse debet J' Pdx -f- Y— J* Qdy X, bine utraque determinabitur. 
Cum enim sit 

Pdx — J" Qdy — X — Y, 

baec quantitas j' Pdx — Ç Qdy sexnper in eiusmodi binas partes distinguetur, 
quarum altéra est functio ipsius x tantum et altéra ipsius y tantum, unde 
valores X et Y sponte cognoscuntur. 

COROLLARIUM 1 

449. Cum sit Ç = (||), duplici integratione ne opus quidem est. In- 
yento enim integrali J ‘ Pdx id iterum differentietur sumta sola y variabili 
prodeatque Vdy, unde necesse est fiat Vt iy dY = Qdy ideoque 

d Y= Qdy — Vdy = (Q — V)dy. 

COROLLARIUM 2 

450. Aequationum ergo per se integrabilium Pdx-\- Qdy — 0 integratio 
ita perficietur. Quaeratur intégrale j‘ Pdx spectata y constante idque rursus 
differentietur spectata sola y variabili, unde prodeat Vdy, tum Q V erit 
functio ipsius y tantum, unde quaeratur Y=J^(Q — V)dy, eritque aequatio 
integralis j Pdx + Y— Const. 

COROLLARIUM 3 

451. Yel quaeratur j‘ Qdy spectata x constante, quod intégrale rursus 
differentietur sumta x variabili, y autem constante, unde prodeat Udx ; tum 
certe erit P — TJ functio ipsius x tantum, unde quaeratur X==J (P U)dx, 
eritque aequatio integralis quaesita J Qdy + X = Const. 

COROLLARIUM 4 

452. Ex rei natura patet perinde esse, utra via procedatur; necesse enim 
est ad eandem aequationem integralem perveniri, si quidem aequatio differen- 
tialis proposita per se fuerit integrabilis. Tum autem certe eveniet, ut priori 
casu Q — V sit functio solius y, posteriori autem P — U functio solius x. 
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SCHOLION 

453. Haec methodus integrandi etiam tentari posset, antequam exploratum 
esset, nain aequatio integrabilis existât; si enim vel in modo Corollarii 2 
eveniret, ut Q — V esset functio ipsius y tantum, vel in modo Corollarii 3, 
ut P — TJ esset functio ipsius x tantum, hoc ipsum indicio foret aequationem 
esse per se integrabilem. Yerum tamen praestat ante omnia scrutari, an 
aequatio integrabilis sit per se necne, seu an sit , quoniam hoc 

examen sola differentiatione absolvitur. Exempla igitur ahquot aequationum 
per se integrabilium afferamus, quo non solum methodus integrandi, sed etiam 
insignes illae proprietates, quas commemoravimus, clarius intelligantur. 


EXEMPLUM 1 

454. Aequationem per se integrabilem 


dx(ax + (3y + y) + dy{fix + ây -j- e) = 0 

integrare. 

Cum hic sit P — ax + fty + y et Q = (3x + ây -f- e, erit = (3 et 

( dQ\ * \Q , y J 

-j~) = /?> qua aequalitate integrabilitas per se confirmatur. Quaeratur ergo 

per Corollarium 2 spectata y ut constante 


f. Pdx = y axx + j3yx -f- yx; 


erit Vdy = (3xdy et 

(Q — V)dy — dyiây-Je) = d¥ ideoque Y == Y^yy + ey, 
unde intégrale erit 


~axx + (3yx + yx + ^-âyy + ey = G. 


Modo autem Corollarii 3 spectata x constante erit 
f Qdy = fixy + jdyy+ ey, 

quae spectata y constante praebet Udx = (3ydx hincque 

'(P — TT)dx = (ax -f- y)dx et X — -T axx + yx, 

À 
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unde j* Qdy-Y X=G intégrale dat ut ante. Hinc simul etiam intelligitur esse 
fPdx — Qdy = — ccxx -\-yx — -jâyy — ey, 
quae in duas functiones X — Y sponte dispescitur. 


EXEMPLUM 2 

455 . Aeguationem per se integrabilem 


dy xdy — ydx 


y yVipcx + yy) 


seu 


dx 


y(xx + yy) V 


+^(j 
y \ 


X 


0 =° 


integrare. 

Cum hic sit P 


Yixx + yy)' 

-, pro charactere integra- 


. i et Ç , 

1 /(xx + yy) y yVfrx + yy) 

bUitatis per se cognoscendo est (^) - et ® ” Y+nt’ qUi bi “ 

valores utique sunt aequales. Iam pro integrali inveniendo utamur régula 
Corollarii 2 et habebimus 

fPdx-l(x + V(x X + n)) et ri»- (i + v , ( — 
seu supra et infra per V(xx + y y) — x multiplicando 


y = V(xx + yy) — x = 1_ 


unde 


yY(xx + yy) V yY(xx + yy) 

q — Y — 0 et Y = J\Q — V)dy = 0, 
sicque intégrale quaesitum 

l (x + V(xx -Y y y)) = Const. 

Per regulam Corollarii 3 habemus 

jQdy = ly — xj dy 

at posito y = y est 

r — r. 

J yY(xx + yy) J 


dz 


Y(xxzz + 1 ) x 


*/ _ 

yY{xx + yy) 

— —I (xz + Y(xxzz + 1)), 
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ergo 


unde 


f Qdy = ly + f + Y(* x + y y ) - = l(x-\- V(xx + yy)). 


Udx = 


dx 


Y(xx + yy ) 


, hinc (P — U)dx = 0. 


integrare. 


EXEMPLUM 3 

456. Aequationem per se integràbilem 

(xx + yy — aa)dy -j- ( aa -f- 2 xy + xx)dx = 0 


Hic ergo est P = aa -j- %xy + xx et Q = xx + yy — unde = 2x 
et (^j = 2%, quae aequalitas integrabilitatem per se innnit. Tum vero est 


unde 


f Vdx = aax + xxy + y æ 3 et Vdy = xxdy, 


( Q—V)dy = (yy — aa)dy et Y= -y s —aay. 


Ergo intégrale 

Altero modo est 


1 1 

aax + xxy + -^x a -\-—y 3 — aay = Const. 

O O 


J Qdy = xxy + -jy 3 — aay hincque Udx = 2xydx, 


ergo 


(P — U)dx = (aa xx)dx et X = aax -f -î-* 8 , 
unde intégrale oritur ut ante. 


SCHOLION 

457. In bis exemplis licuit intégrale J‘Pdx actu exhibere indeque eius 
differentiale Vdy sumta sola y variabili assignare. Quodsi autem hoc inté- 
grale J Pdx evolvi nequeat, haud liquet, quomodo inde differentiale Vdy elici 
possit, quandoquidem formula jPdx in se spectata constantem quamcunque, 
quae etiam y in se implicet, complectitur. Tum igitur quomodo proceden- 
dum sit, videamus. 
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Ponamus 


Z^fPdx + Y, 


et cum quaeratur ( f' ^—) = F, ob J*Pdx = Z — Y erit F = 
est (g) - P, ergo («g) - (g) - (g) ob (g) - F + 4? • Htoo erit 


dj 


At 


dy 




dP\ 
dy )’ 


quare quantitas F invenitur per integrationem buius formulae t fdx(^j , in 
qua y ut constans spectatur, postquam in yalore inveniendo sola y 

variabilis esset assumta. Yerum cum Mc denuo constans cum y implicetur, 
Mnc ilia functio J, quam quaerimus, non determinatur. Ratio huius incom- 
modi manifesto in ambiguitate integralium Jpdx et fdxiç^j est sita, dum 
utrumque functiones arbitrarias ipsius y recipit. Remedium ergo afferetur, si 
utrumque intégrale certa quadam conditione determinetur. Ita quando inté- 
grale Ç Pdx ita accipi ponimus, ut evanescat posito x — f, ubi quidem con- 
stantem f pro lubitu accipere licet, tum eadem lege alterum intégrale 
j‘dx(-^~) capiatur. Quo facto erit Q — J*dx (^) functio ipsius y tantum 
et aequationis Pdx Qdy = 0 intégrale erit 


f- Pdx + fdy{Q —f( Ix (^)) = Const., 


dummodo ambo integralia fPdx et J dx(j^*J , in quibus y ut constans trac- 
tatur, ita determinentur, ut evanescant, dum in utroque ipsi x idem valor f 
tribuitur. Quare hinc istam colligimus regulam: 


REGULA PRO INTEGRATIONE AEQUATIONIS PER SE INTEGRABILIS 
Pdcc+Qdy- 0 IN QUA (f ) - (||) 

458. Quaerantur integralia J ’Pdx et J^dx^jj spectando y ut constanteni 
ita, ut ambo evanescant, dum ipsi x certus quidam valor, puta x — f, tribuitur. 
Tum erit Q — Jdx functio ipsius y tantum, quae sit = Y, et intégrale quae- 

situm erit Pdx -f f Ydy = Const. Vel, quod eodem redit, quaerantur integralia 

Leoniiaudi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 
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J’ Qdy et spedando x ut constantem ita, ut arnbo evanescant, dum ipsi y 

certus quidam valor, puta y — g, tribuitur; tum P — J d y erit fundio ipsius x 

tantum, qua posita = X erit intégrale quaesitum J " Qdy + f Xdx = Const. 


DEMONSTRA.TIO 

Yeritatem huius regulae ex praecedentibus perspicere licet, si cui forte 
precario assumsisse videamur ambas formulas J ‘Pdx et , fdx (y y') ea dem lege 
determinari debere, ut, dum ipsi x certus quidam valor, puta x — f, tribuitur, 
ambae evanescant. Sed ne forte quis putet alteram integrationem pari iure 
secundum aliam legem determinari posse, banc demonstrationem addo. 
Prima quidem integratio ab arbitrio nostro pendet, quam ergo ita determi- 
nari assumamus, ut intégrale Ç Pdx evanescat posito x — f\ quo facto dico 
alterum intégrale fdx{^j necessario per eandem conditionem determinari 
oportere. Sit e nim J Pdx = Z eritque Z eiusmodi functio ipsarum x et y, 
quae evanescit posito x =/; habebit ergo factorem f—x vel eius quampiam 
potestatem positivam (f — xf, ita ut sit Z = (f— x'fT. Nunc quia Jdx(j |) 
exprimit valorem ipsius (-^) , erit f Ix ( d ^'j = (f — xf (^~j , ex quo mani- 
festum est boc intégrale etiam evanescere posito x = f, ita ut buius inte- 
gralis détermina, tio non amplius arbitrio nostro relinquatur. Hoc posito erit 
utique aequationis per se integrabilis Pdx -f- Qdy — 0 intégrale 

J*. Pdx + j Ydy = Const. 

existente 

na.m posito J* Pdx = Z, quatenus scilicet in bac integratione y pro constante 
babetur, habetur haec aequatio Z -f- j‘ Ydy = Const., quam esse intégrale 
quaesitum vel ex ipsa differentiatione patebit. Cum enim sit 

dZ=Pdx + dy(^) = Pdx + dyfdx(^), 
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erit aequationis inventae differentiale 

Pdx + dyfdx + Ydy = 0, 

sed JF = 0 — Jrfæ (™) , un.de prodit Pcüæ + = 0, quae est ipsa aequatio 

differentialis proposita. Quod autem sit Q — Jdx (~j functio ipsius y tan- 
tum, inde sequitur, quoniam aequatio differentialis per se est integrabilis. 

THEOREMA 

459. Pro omni aequatione, quae per se non est integrabilis, semper datur 
quantitas, per quam ea multiplicata redditur integrabilis. 

DEMONSTRATIO 

Sit Pdx + Qdy = 0 aequatio differentialis et concipiamus eius intégrale 
completum, quod erit aequatio quaedam inter x et y, in quam constans 
quantitas arbitraria ingrediatur. Ex bac aequatione eruatur baec ipsa con- 
stans arbitraria, ut prodeat buiusmodi aequatio 

Const. = functioni cuidam ipsarum x et y, 

quae differentiata praebeat 

0 = Mdx -f- Ndy ; 

quae aequatio iam a constante ilia arbitraria per integrationem ingressa est 
libéra ideoque necesse est, ut baec aequatio differentialis conveniat cum propo- 
sita, alioquin intégrale suppositum non esset verum. Oportet ergo, ut relatio 
inter dx et dy utrinque prodeat eadem, unde erit 

JP M 

Q ~ N 

ideoque 

M = LP et N= LQ. 

Sed quia Mdx + Ndy est verum differentiale ex differentiatione cuiuspiam 
functionis ipsarum x et y ortum, est (~j = . Quare pro aequatione 

37 * 
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Pdx + Qdy = 0 dabitur certo quidam multiplicator L, ut sit 

f d.LP \ ( d.LQ \ 

\ dy ) \ dx / 

seu ut aequatio per L multiplicata fiat per se integrabilis. 


COROLLARIUM 1 

460. Pro omni ergo aequatione Pdx -f- Qdy = 0 datur eiusmodi functio 
L, ut sit (~^f) = ideoque evolvendo 

seu 



quae functio L si fuerit inventa, aequatio differentialis LPdx + L Qdy = 0 
per se erit integrabilis. 


COROLLARIUM 2 


461. In aequatione proposita loco Q tuto unitatem scribere licet, quia 
omnis aequatio hac forma Pdx + dy = 0 repraesentari potest. Hinc inventio 
multiplicatoris L, qui eam reddat per se integrabilem, pendet a resolutione 
huius aequationis 


L 



ubi notandum est esse 


SCHOLION 

462. Quoniam hic quaeritur functio binarum variabilium x et y, quarum 
relatio mutua minime spectatur, quam involvit aequatio Pdx + Qdy = 0, 
haec investigatio in nostrum librum secundum incurrit, ubi huiusmodi functio 
ex data quadam differentialium relatione indagari debet. In hac enim inve- 
stigatione non attendimus ad aequationem propositam, qua formula Pdx + Qdy 
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nihilo aequalis reddi debet, sed absolute quaeritur multiplicator L, per quem 
formula Pdx -f- Qdy multiplicata abeat in verum differentiale cuiuspiam 
functionis finitae, quae sit Z, ita ut habeatur dZ — LPdx + L Qdy. Quo 
multiplicatore L invento tum demum aequalitas Pdx + Qdy = 0 spectatur 
indeque concluditur functionem Z quantitati constanti aequari oportere. Cum 
igitur minime expectari queat, ut methodum tradamus huiusmodi multiplica- 
toîes pro quavis aequatione differentiali proposita inveniendi, eos casus per- 
curramus, quibus talis multiplicator constat, undecunque sit repertus. Intérim 
tamen ad pleniorem usum huius metbodi notasse iuvabit, statim atque unum 
multiplicatorem pro quapiam aequatione differentiali cognoverimus, ex eo 
facile innumerabiles alios deduci posse, qui pariter aequationem propositam 
per se integrabilem reddant. 


PROBLEMA 60 

463. Dato uno multiplicatore L, gui aequationem Pdx + Qdy = 0 per se 
integrabilem reddat, invenire innumerabiles alios multiplicatores , qui idem officium 
praestent. 


SOLUTIO 

Cum ergo L(Pdx + Qdy) sit differentiale verum cuiuspiam functionis 
Z, quaeratur per superiora praecepta haec functio Z, ita ut sit 

LiPdx + Qdy) = dZ, 

et nunc manifestum est hanc formulam dZ integrationem etiam esse ad- 
missuram, si per functionem quamcunque ipsius Z, quam ita (p: Z indicemus, 
multiplicetur. Cum igitur etiam integrabilis sit baec formula 

(Pdx + Qdy)L (p\Z, 

erit quoque L(p:Z multiplicator aequationis propositae Pdx + Qdy = 0, qui 
eam reddat integrabilem. Quare invento uno multiplicatore L quaeratur 
per integrationem Z = J‘L(Pdx + Qdy) ac tum expressio L cp: Z, ubi pro 
ip\Z functio quaecunque ipsius Z assumi potest, dabit infinitos alios multi- 
plicatores idem officium praestantes. 
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SCH0LI0N 

464. Tametsi suffîciat pro quavis aequatione differentiali unicum multi- 
plicatorem cognovisse, tamen occurrunt casus, quibus perquam utile est plu- 
ies, imo infinitos multiplicatores in promtu habere. Yeluti si aequatio pro- 
posita in duas partes commode discerpatur huiusmodi 

[Pdx -f- Qdy) -f- ÇRdx -f- Sdy) — 0 

atque omnes multiplicatores constent, quibus utraque pars seorsim Pdx Qdy 
et Pdx + Sdy reddatur integrabilis, inde interdum communis multiplicator 
utramque integrabilem reddens concludi potest. Sit enim Lcp.Z expressio 
generalis pro omnibus multiplicatoribus formulae Pdx + Qdy et M cp : F ex- 
pressio generalis pro omnibus multiplicatoribus formulae Pdx -f Sdy, et quo- 
niarn cp:Z et cp:V functiones quascunque quantitatum Z et F dénotant, si 
eas ita capere liceat, ut fiat L y. Z = M <p:V, babebitur multiplicator idoneus 
pro aequatione 

Pdx — (- Qdy “b Pdx -j- Sdy = 0. 

Intelligitur autem hoc iis tantum casibus praestari posse, quibus multipli- 
cator pro tota aequatione etiam singulas eius partes seorsim sumtas inte- 
grabiles reddat. Quare cavendum est, ne huic methodo nimium tribuatur 
et, quando ea non succedit, aequatio pro irresolubili habeatur; evenire enim 
utique potest, ut tota aequatio habeat multiplicatorem , qui singulis eius 
partibus non conveniat. Ita proposita aequatione Pdx + Qdy = 0 multipli- 
cator partem Pdx seorsim integrabilem reddens manifesto est y, dénotante 
X functionem quamcunque ipsius x, et multiplicator partem alteram Qdy 
integrabilem reddens est y] etiamsi autem neutiquam fieri possit, ut sit 

Y y p V V 

y = -ç seu ç- = y , nisi casibus per se obviis, tamen tota formula Pdx- f Qdy 
certo semper habet multiplicatorem, quo ea integrabilis reddatur. 

EXEMPLUM 1 

465. Invenire omnes multiplicatores , quïbus formula aydx + (dxdy integra- 
Ulis redditur. 

Primus multiplicator sponte se offert qui praebet cuius 

intégrale est alx + (3ly = lx a yf Huius ergo functio quaecunque cp:x a y !S in 

— ducta dabit multiplicatorem idoneum, cuius itaque forma generalis est 
• 10 ^ 
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— (p:x a y ? . Functio enim quantitatis x a y (t etiam est functio logarithmi eius- 
dem quantitatis. Nam si P fuerit functio ipsius p et II functio ipsius P, 
etiam II est functio ipsius p et vicissim. 

COROLLARIUM 

466. Si pro functione sumatur potestas quaecufique x na y n? , formula 
aydx + fixdy integrabilis redditur, si multiplicetur per x na ~ 1 y n P~ 1 , quo qui- 
dem casu intégrale sponte patet; est enim ~~x na y n,i . 

EXEMPLUM 2 

467. Invenire omnes multiplicatores , qui hanc formulant Xydx + dy inte- 
grabilem reddant. 

Primus multiplicator y sponte se offert, unde, cum sit 

( Xdx + y) = J ' Xdx + ly seu lef Xix y, 

omnes functiones huius quantitatis seu huius ef Xdx y per y divisae dabunt 
multiplicatores idoneos. Unde expressio generalis pro omnibus multiplicato- 
ribus erit = y q> : e^ Xdx y. 

COROLLARIUM 

468. Pro formula ergo Xydx -|- dy multiplicator quoque est ef Xdx . qui 
est functio ipsius x tantum; quo ergo cum etiam formula Xdx dénotante X 
functionem quamcunque ipsius x integrabilis reddatur , ille multiplicator 
etiam huic formulae dy + Xydx + Xdx conveniet. 


PROBLEMA 61 

469. Proposita aequatione dy + Xydx — Xdx, in qua X et X sint functio- 
nes quaecunque ipsius x, invenire multiplicatorem idoneum eamque integrare. 

SOLUTIO 

C um alterum membrum Xdx per functionem quamcunque ipsius x mul- 
tiplicatum fiat integrabile, dispiciatur, num etiam prius membrum dy + Xydx 
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per huiusmodi multiplicatorem integrabile reddi possit. Quod cum praestet 
multiplicator ef Xdx , hoc adhibito habebitur aequatio integralis quaesita 


ef xix y = ?f Xdx dcdx 

sive 

y = e~f Xdx Jef Xdx ?icdx, 

uti iam supra [§ 420] invenimus. 

COEOLLARIUM 1 

470. Patet etiam, si loco y adsit functio quaecunque ipsius y, ut habe- 
atur haec aequatio dY + YXdx = dldx, eam per multiplicatorem e-f Xix reddi 
integrabilem et intégrale fore 

e fxtx Y=Ji °/ Xix 3 idx. 

COEOLLARIUM 2 

471. Quare etiam haec aequatio dy YyXdx = y n 3cdx quia per y n divisa 
abit in 

dy Xdx ¥ , 

yn I yn- 1 XdX, 

ubi posito — i = Y ob — l - n ~ x>dy = C IY seu = — dY - prodit 
r y y n y n-i l 

— ^ + YXdx = Xdx seu d Y— (n — 1) YXdx = — (» — 1) 3£cto, 

quae per multiplicatorem e~ ( ~ 7i - Ÿ >f Xdx fit integrabilis: eiusque intégrale erit 
e-("-«/ ZÆæ r= — (n - l)fe~ (n - r >f Xdx ldx 

sive [§ 429] 

^ — X)é- n ~ x ) f Xdx I e ~^~' ) f Xdx Xdx. 

SCHOLION 

472. Cum pro membro dy-\-yXdx multiplicator generalis sit Y (p: ef Xdx y, 
sumta loco functionis potestate multiplicator idoneus erit e m f Xdx y m - 1 inte- 
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grale praebens ^-e m ^ Xdx y m . Efficiendum ergo est, ut etiam idem multipli- 
cator alterum membrum y n Xdx reddat integrabile; quod evenit sumendo 
m — 1 = — n seu m = 1 — ■ n, ex quo buius membri intégrale fit J a e m S Xdx dcdx, 
ita ut aequatio integralis quaesita obtineatur 

-n)fXd Xy l- n== fe-XflV'Xd- 

1 —n v j ’ 

quae cum modo inventa prorsus congruit. 


PBOBLEMA 62 

473. Proposita aequatione differentiali 

aydx + fixdy = x m y n (yydx + dxdy) 

invenire multiplicatorem idoneum, qui eam integràbilem reddat, ipsumque intégrale 
assignare. 

SOLUTIO 

Consideretur utrumque membrum seorsim; ac pro priori vidimus 
aydx + fixdy omnes multiplicatores idoneos contineri in bac forma 


Pro altéra parte x m y n (yydx + âxdy) primus multiplicator est 

_ 1 

SjQ Vil 4 " 1 /yjïl + 1 5 

quo prodit cuius intégrale est lx y y â ; ergo forma generalis pro 

eius multiplicatoribus est 

~ x m + l y n + l <P ■ *Y- 

Quo nunc bi duo multiplicatores pares reddantur, loco functionum sumantur 
potestates fiatque 

= x vy-m-Xyvi-«-X f 
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unde statui oportet 
hincque colligitur 


fia — vy — m et [i(5 = vd — n\ 


yn — dm , an — 3m 

U = S '-JT~ V = —» â — ' 

“ ad — fiy ad — /3 y 


Quocirca multiplicator erit 

Ct—1 fi 1 J'fi Y M — 1 yV d-n-1, 

unde aequatio nostra induit hanc formam 

x^ a ~ 1 y ,i/3 ~ 1 (ccydx + (3xdy) = x ry ~ 1 y vâ ~ 1 (yydx + dxdy), 
ubi utrumque membruxn per se est integrabile ideoque intégrale quaesitum 

-xTy^ = —x vy y vi + Const., 

quod convenit cum eo, quod capite praecedente [§ 431] est inventum. 


COROLLA.RIUM 1 

474. Posito ergo brevitatis gratia /u, = ~ ~ et v = aequationis 

differentialis 

aydx + /3xdy = x m y n (yydx + dxdy ) 
intégrale completum est 

— of a y H ‘ i = --x vy y vâ + Const. 

y v * 1 

COROLLARIUM 2 

475. Si eveniat, ut sit /z. = 0 seu yn = dm, intégrale ad logaritbmos 
reducetur eritque 

lx a y ? = ^-x vy y vS + Const.; 
sin autem v = 0 seu an = (3m, erit intégrale 

= lx Y y ô + Const. 
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SCHOLION 

476. Hinc autem casus excipi videtur, quo ad = (3 y, quia tum ambo 
numeri fi et v fiunt infiniti. Yerum si d = —, aequatio nostra banc induit 
formam 

aydx + (dxdy = ^x m y n (aydx + ftxdy) seu (aydx + /3xdy)( 1 — ^x m y n ) = 0, 

quae cum babeat duos factores, duplex solutio ex utroque seorsim ad nibilum 
reducto derivatur. Prior scilicet nascitur ex aydx -j- (3xdy = 0, cuius inté- 
grale est x a y ? — Const., alter vero factor per se dat aequationem finitam 
1 — - u x m y n = 0, quarum solutionnai utraque aeque satisfacit. Atque hoc in 
genere tenendum est de omnibus aequationibus differentialibus, quas in fac- 
tores resolvere licet, ubi perinde atque in aequationibus finitis singuli factores 
praebent solutiones. Plerumque autem factores finiti statim, antequam 
integratio suscipitur, per divisionem tolli soient, quandoquidem non ex natura 
rei, sed per operationes institutas demum accessisse censentur, ita ut, perinde 
ac in Algebra saepe fieri solet, ad solutiones inutiles essent perducturi. 


PROBLEMA 6B 

477. Projoosita aequatione differentiali homogenea multiplicatorem idonewn 
invenire, qui eam integrabilem reddat, indeque eius intégrale eruere. 

SOLUTIO 

Sit Pdx + Qdy = 0 aequatio proposita, in qua P et Q sint functiones 
homogeneae n dimensionum ipsarum x et y, ac quaeramus multiplicatorem L, 
qui sit etiam functio homogenea, cuius dimensionum numerus sit A. Cum 
iam formula LÇPdx + Qdy) sit integrabilis, erit intégrale functio 1-f » + 1 
dimensionum ipsarum x et y, quae functio si ponatur Z, erit ex natura 
fonctionnai homogenearum [§ 481] 

LPx -{- L Qy — (A + n + 1) Z. 

Quare si A sumatur = — n — 1, quantitas LPx-\-LQy erit vel =0 vel 
constans, unde obtinemus L = qui ergo est multiplicator idoneus 

pro nostra aequatione. 


38 * 
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Idem quoque ex separatione variabilium colligitur; posito enim y — ux 
fiet P =x n U et Q = x n V existentibus U et V functionibus u ipsius tantum 
et ob dy = udx + xdu erit 

Pdx -f- Qdy — x n TJdx + x n Vudx -f- x n Vxdu 
seu 

Pdx Qdy = x n (JJ Vu)dx -\- x n+l Vdu. 

At baec formula per x nJrl (TJ Vu) divisa fit integrabilis ideoque et formula 
nostra Pdx + Qdy divisa per x n+1 {U Vu) = Px + Qy, restitutis valoribus 
U= F= ^ et « = fiet integrabilis; seu multiplicator idoneus est 
Px^ Qÿ ’ unc ^ e ^ aec aec t ua tio P - px+ ç ~ = 0 semper per se est integrabilis. 

Iam ad intégrale ipsius inveniendum integretur formula fp~^q y spec- 
tando y ut constantem ac determinetur certa ratione, ut evanescat posito 
x = f. Tum posito brevitatis causa p ^ r ç - = A sumatur valor (^j et 
eadem lege quaeratur intégrale Jdx(~j spectando iterum y ut constantem. 

Tum erit P^TQy -/ ix (W) fuûctio ip sius y tantum seu p^-Qy -/ Hjf) = Y 
atque hinc erit intégrale quaesitum 

COROLLAKIUM 1 

478. Cum ergo formula - p 3 ^ sit per se integrabilis, si brevitatis 
gratia ponamus 

jü. 7? p-l- Q q 

Px+Qy~ M Px+Qy~ b ’ 

necesse est sit ■ At est 

^ (f )-(«*($■ ~ p y 0 -PQ)--(.P*+ Qy)' 

(s) ” ( J> * (s) — Q x 0) ~ p Q) '■ ' Vx + Qy)'- 
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Quamobrem habebitur 




Px 


(dQ\ 

\dxJ 




dxJ 


COROLLARIUM 2 

479. Haec aequalitas etiam ex natura functionum homogenearum con- 
cluditur. Cum enim P et Q sint functiones n dimensionum ipsarum x et y, ob 


erit 


dF ~ dx ^Ê) + d y^) et iQ ~ dx (S) + dy (ïïf) 

•*-•(£)+»(£) * •«-■(£)+»($• 

Aequalitas autem inventa est 

Q ( x © + y ©) =p ( æ (S) +2/ 0) ’ 

quae bine abit in identicam nPQ = nPQ. 

COROLLARIUM 3 

480. Si aequatio bomogenea Pdx + Qdy = 0 fuerit per se integrabilis 
et P et Q sint functiones — 1 dimensionis, erit Px + Qy numéros constans. 
Yeluti cum + yd - y - = 0 buiusmodi sit aequatio, si loco dx et dy scribantur 

xx-\-yy 

x et y, prodit 

SCHOLION 

481. In Calculo Differentiali 1 ) ostendimus, si F fuerit functio homogenea n 
dimensionum ipsarum æ et y ponaturque dV =f= Pdx + Qdy, fore 

Px + Qy = «F. 

Quare si Pdx + Qdy fuerit formula integrabilis et P et Q functiones liomo- 
geneae n — 1 dimensionum, intégrale statim babetur; erit enim V — “t - Qy) 


l) Institutiones calculi differentialis, partis prions § 222. F. E. 
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neque ad hoc ulla integratione est opus. Intérim tamen videmus hinc excipi 
oportere casum, quo n = 0, uti fit in nostra aequatione per multiplicatorem 
integrabili reddita = 0, ubi dx et dy multiplicantur per functiones 

— 1 dimensionis; neque enim hic intégrale sine integratione obtineri potest. 
Ratio autem huius exceptionis in hoc est sita, quod formulae integrabilis 
Pdx + Qdy, in qua P et Q sunt functiones homogeneae n — 1 dimensionum, 
intégrale tum tantum sit functio homogenea n dimensionum, quando n non 
est = 0; hoc enim solo casu. fieri potest, ut intégrale non sit functio nullius 
dimensionis, quemadmodum fit in hac formula differentiali quippe 

cuius intégrale est \-l(xx + y y). Quocirca, quod formula sit inte- 

grabilis, hoc peculiari modo demonstravimus ex ratione separabilitatis deducto. 
Intérim tamen sine ullo respectu, unde hoc cognoverimus, id in praesenti ne- 
gotio maxime est notatu dignum omnes aequationes homogeneas Pdx- f- Qdy = 0 
per multiplicatorem p-^Qy P er se reddi integrabiles. Methodus igitur de- 
sideratur, cuius beneficio hune multiplicatorem a priori invenire liceret; qua 
methodo sane maxima incremeuta in Analysin importarentur. Quamdiu autem 
eousque pertingere non licet, plurimum intererit huiusmodi multiplicatores 
pro pluribus casibus probe notasse; quod cum iam in du obus aequationum 
generibus praestiterimus, pro reliquis aequationibus, quas supra integrare do- 
cuimus, multiplicatores investigemus; ipsa autem reductio ad separationem 
nobis hos multiplicatores patefaciet, uti in sequente problemate docebimus. 


PR0BLEMA 64 

482. Proposita aequatione differentiali, quam ad separationem variabilium re- 
ducere liceat, invenire multiplicatorem, per quem ea per se integrabilis reddatur. 

SOLUTIO 

Sit Pdx + Qcly = 0 , quae certa quadam substitutione, dum loco x et y 
aliae binae variabiles t et u introducuntur, ad separationem accommodetur; 
ponamus ergo facta hac substitutione fieri Pdx + Qdy = Rdt Sdu, nunc 
autem hanc formulam Rdt + Sdu, si per V dividatur, separari, ita ut in hac 
formula quantitas y sit functio solius t et y functio solius u. Cum 

igitur formula :Rdt ~t S —— p 6r se s jt integrabilis, etiam integrabilis erit haec 
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Pdx + Qdy , quippe illi aequalis, siquidem in V variabiles x et y restitnantur. 
H in c, ergo ex reductione ad separabilitatem aequationis Pdx -j- Qdy = 0 disci- 
mns multiplicatorem, quo ea integrabilis reddatur, esse y sicque, quas 
aequationes ad separationem variabilium perducere licet, pro iisdem multipli- 
catorem, qui illas integrabiles reddat, assignare possumus. 

COROLLARIUM 1 

483. Methodus ergo per multiplicatores integrandi aequationes differen- 
tiales aeque late patet ac prior methodus ope separationis yariabilium, prop- 
terea quod ipsa separatio pro quavis aequatione, ubi succedit, multiplicatorem 
suppeditat. 

COROLLARIUM 2 

484. Contra autem methodus per multiplicatores integrandi latius patet 
altéra, si pro eiusmodi aequationibus multiplicatores assignare liceat, quas 
quomodo ad separationem perduci debeant, non constet. 

SCHOLION 

485. Etsi autem ex reductione ad separationem idoneum multiplicatorem 
elicere licet, tamen nondum intelligitur, quomodo cognito multiplicatore se- 
paratio variabilium institui debeat; quare etiam ob hanc rationem methodus 
per multiplicatores integrandi alteri longe praeferenda videtur. Quamvis enim 
hactenus ipsa separatio nos ad inventionem multiplicatorum perduxerit, nullum 
tamen est dubium, quin detur via multiplicatores inveniendi nullo respectu 
ad separationem habito, licet haec via etiamnum nobis sit incognita. Ea autem 
paullatim planior reddetur, si pro quam plurimis aequationibus multiplicatores 
idoneos cognoverimus, ex quo, quos adhuc ex separatione eruere licet, indage- 
mus in subiunctis exemplis. 

EXEMPLUM 1 

486. Proposita aequatione differentiali primi ordinis 

dx(ax + fiy + y) + dy(âx + sy -f £) = 0 
pro ea multiplicatorem idoneum assignare. 
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Haec aequatio ad separationem praeparatur ponendo primo [§ 417] 
ax + fty + y = r dæ + sy + Ç = s 
adxA~ (3dy = dr et ddx + edy = ds, 


ideoque 
unde oritur 


, sdr — ôds , 7 ads—ddr 

dx — et dy = 


as — /3d 


as — (5d ’ 


hincque aequatio nostra omisso denominatore utpote constante erit 

srdr — [drds + asds — dsdr = 0; 

quae cum sit liomogenea , per srr — (/3 + â)rs + ass divisa fit integrabilis. 
Quod idem ex separatione colligitur; posito enim r = su prodit 


seu 


sssudu -f- esuuds — (dsuds + asds — âssdu — dsuds = 0 
ssdu(eu — d) + sds(suu — (du — du -f- «) = 0, 


quae divisa per ss(euu — (3u — du -\- a) separatur. Quare multiplicator nostrae 
aequationis propositae est 

1 = 1 1 

ss(suu — /3 u — 8u-\-a') srr — (3rs — drs-l-ass r(er — j5s)-\-s(as — dr)’ 

qui restitutis valoribus fit 

JL 

(ux-\- /îÿ + y)((«£ — fid)x -f- y s — /3§) -(- (dx + sy + £)((«« — ji8)y + «£ — yô) 
atque evolutione facta 

1 f (<*« — (dd)(axx + (fi + d)xy -f eyy + yx + TQy) + aÇ'Q—(fi + d)y'Ç + yye J 
| +(ayE — ((3 — d)at;-ydd)x + (aeÇ+((d — d)ye — {3(3Ç)y J 

Quare per se integrabilis erit haec aequatio 

dxjax + Jy_ + y) + dy Çôx + s y + g) = ~ 

(as — §8)(axx + (/? + ô)xy + syy + yx + Çy) + Ax + By + C 

existente 

A=aye — (fi — d)a£ — ydd, 

B = aeÇ -J (fi — d)ye — fifiÇ, 

G = aÇÇ — (/3 + d)yÇ + yye. 
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COEOLLA.RIUM 


487. Etiamsi forte fiat as — [3d = 0, hic multiplicator non turbatur, cum 
tamen separatio non succédât hac quidem operatione. Sit enim a — ma, 
(3 = mb, â = na, s = nb, ut habeatur haec aequatio 


ob 


et 


dx(m(ax + by) + y) + dy(n(ax + by) + 9 = 0; 

A = a(na — mb)(mÇ — ny), B = b(na — mb)(mÇ — ny) 


C = [mÇ — ny)(aÇ — by) 
omisso factore communi multiplicator est 


1 

( na — mb)(ax + by) + aÇ—by’ 

ita ut haec aequatio per se sit integrabilis 

(ax + by) ( mdx + ndy ) + ydx - (- t,dy q 

(na — mb)(ax + by) + at; — by 


E5EMPLÜM 2 

488. Proposita aequatione differentiali 

ydx(c + nx ) — dy(y + « + bx + nxx ) = 0 
multiplicatorem idoneum invenire. 

Fiat substitutio [§ 433] 


y(c + nx) 


u seu y 


u(a + bx + nxx ) 


y + a + bx-\-nxx " ~ 07 c-j-nx — u 

ut contrahatur aequatio nostra in hanc formam 

ydx(c + nx) — ydy(c+jix ) __ q geil y(c + wæ) ^ _ q 


vel 


yy(c+nx) (dy _ udx \ _ . . 
u \y y ) ’ 


Leonhardi Eüleri Opéra omnia lu Institutiones calculi integralis 
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probe ftnîm cavendum est, ne Me ullus factor omittatur. At facta substitu- 
tione reperitur 

dy udx du dx(b + 2nx ) du-ncltc dx(c-\- nx — u) 

y y u ' a + bx + nxx ‘ c + w # — u a-\-bx-\-nxx 

du(c + nx) + — 2c)m + mm) 

u(c-{-nx — u) (c-\-nx — u)(a-{-bx + nxx) 

Unde aequatio nostra induet liane formam 

yy(c + nx)* (du dx(na-\-cc—bc -\-(b — 2 c)u-\-uu) \ A 

m(c + wæ:— m) (a + bx + nxx)(c + nx) J 

quae ergo separabitur dncta in bunc multiplicatorem 

u(c + nx--u) 


tum enim prodit 


yy(c + nx) 2 (na -j-cc — bc-j- (b — 2c)u -f mm)’ 


du 


dx 


= 0. 


u(na 4- cc — ï»c+ (& — 2c)u + mm) (a + bx-j-nxx)(c-\-nx) 

Quo igitnr multiplicatorem quaesitum consequamur, ibi loco u tantum opus 
est suum valorem restituere; tum autem reperitur multiplicator 

a + bx + nxx 

n(^Toô^nôcx)ÿ^+{a+bx + nxx){2na—bc+n(b—2c)x)yy+(na+cc—bc)(a+bx+nxxyy f 

qui reducitur ad banc formam 

ny ® + (2na — bc)yy + n(b — 2c)xyy + ( na + cc — bc)(a -\-bx + nxx) y 

EXEMPLUM 3 

489. Proposita aequatione differentiali 

ndxjl ± y y) V (1 ±yy) + , x _ y ' )dy = 0 
]/( 1 + xx) 

invenire multiplicatorem, qui eam integrabilem reddat. 

Posuimus supra (§ 434) 

x—u x — y 

y = — seu u ■■ — 


1 -f- xu 


1+xy 


x — y 


_ m(1 ±XX) et 1 | yy= (t + gg)(l+MM) 


\-\-XU 


(l 4" xu)* 


unde fit 
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hincque nostra aequatio hanc induit formam 

ndoc{ 1 + xx)(l + uu fî udx(l-\-xx)(l + ww) — wdw( 1 + xx) s ~ 

(1 + xu) 3 ' (1 + xu ) 3 ’ 

quae primo multiplicata per (1 -j- xu) 3 , tum divisa per 

(1 + xx) 3 (l + uu)(u + nV(l -j- uu)) 

separatur. Quare aequationis nostrae multiplicator erit 

(1 -f- xu) 3 


(1 -|- xx) 2 (l + uu) (u + n ]/( 1 -f uu)) ’ 
qui primo ob 1 uu = 4 .. + ^ abit in 


1 + XU 


Nunc ob u ■■ 


X — y 
1 + xy 


est 


(1 + xx) (1 -)- y y) (u -)- n ]/(l + mm)) 


Y{ i + uu) = ~^ a; ^) . ( 1 jz y y) i-\-xu = ^ 

v y l-t-æy 1 1 


+ XX 


+ xy 

ideoque noster multiplicator colligitur 


+ xy 


(l+yy)(x-y + nY(l+xx)(l+yy))’ 

ita ut per se sit integrabilis baec aequatio 

wcZa;(l + ÿy))/(l ±yj) + Q— ÿ)^ÿ]/(l ±xx) 

(l + yy)(x — y + nY(l + xx){l+yy))Y(l + xx) 

cuius integrationi non immoror, cum iam supra intégrale exhibuerim. 


= 0, 


EXEMPLUM 4 

490. Aliud exemplum memoratu dignum suppeditat Tiaec aequatio 

JL 

ydx — xdy + ax n ydy(x n + &)* = 0. 

Quae si hac forma repraesentetur 

xdy — ydx + = -^x n+1 dy + ax n ydy(x n + b )", 

evenit, ut utrumque integrabile existât , si ducatur in hune multiplicator em 


i > 


x n + x + ahx n y(x n -f- b) n 


39* 
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ad quem inveniendum ex separatione variabilium adbibeatur baec substitutio 
non adeo obvia 

x 

t ~ 

(x n + b) n 

unde fit x n = * v bine aequatio 


abit in hanc 


+ ax n ydy = 0 

O n + ly 

yydv + x dy + abv n y n ' ¥1 dy ^ 

1 —v n y n ’ 


quae multiplicata per 


1 — v n 


yyv n (ab -f- v) 
dv 


v n (ab + t;) 

unde idem ille multiplicator colligitur. 


n y 

separatur 

+ y n ~ x dy = 0, 


EXEMPLUM 5 

491. Proposita aequatione differentiali 

dy -\-yydx — ^ÿ-= 0 

invenire multiplicatorem, quo ea integràbilis reddatur. 

i dt 

Secundum § 436 ponatur æ = y et ob dx = — y nostra formula erit 
dy — yy + attdt, in qua porro statuatur y = t — ttz, et prodibit 

— tt(dz + zzdt — adt), 

quae per tt(zz — a) divisa separatur; ergo et nostra aequatio divisa per 

«(« - ») - î - (1 

fiet integràbilis, ex quo multiplicator erit 

xx 

xx(l —xyf—a 
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et aequatio per se integrabilis 

x i dy + x i yydx — adx q 

®*(1 — xyf — axx ~~ 

Spectetur iam x ut coustans eritque ex dy natum intégrale 

1 î x(l-xy) + Ya . x . 

2 y a ]/a — x(l—xy) ’ 

pro quo ut valor ipsius X obtineatur, differentietur denuo ac prodibit 

2 xydx — dx , x i yydx — adx 

xx(l — xy) 2 — a' x l (l —xyf— axx' 

unde 

x^yydx — adx — 2 x 3 ydx-\-xxdx dx ^ X — 

x i (l — xy) 3 — axx xx 

quare aequatio integralis compléta erit 

^ Ÿa + x(l—-xy) 

Y a — 2(1 — xy) x 

SCHOLION 

492. En ergo plures casus aequationum differentialium, pro quibus multi- 
plicatores novimus, ex quorum contemplatione haec insignis investigatio non 
parum adiuvari videtur. Quanquam autem adhuc longe absumus a certa 
methodo pro quovis casu multiplicatores idoneos inveniendi, hinc tamen formas 
aequationum colligere poterimus, ut per datos multiplicatores integrabiles red- 
dantur; quod negotium cum in bac ardua doctrina maximam utilitatem alla- 
turum videatur, in sequente capite aequationes investigabimus, quibus dati 
multiplicatores conveniant; exempla scilicet hic evoluta idoneas multiplicatorum 
formas nobis suppeditant, quibus nostram investigationem superstruere licebit. 




CAPUT III 


DE INVESTIGATIONS AEQUATIONÜM DIFEERENTIALIUM 
QUAE PER MTJLTIPLICATORES DATAE EORMAE 
INTEGRABILES REDDANTUR 

PROBLEMA 65 

493. Definire functiones P et Q ipsius x, ut aeguatio differentialis 

Pydx + O + Q)dy = O 

per multiplicatorem - 3 - q rj /ÿ ÿ .(J M et N sunt functiones ipsius x, fiat 

integrabilis. 

SOLUTIO 

Necesse igitur est, ut factoris ipsius dx, qui est — ^ , differen- 
tiale ex variabilitate ipsius y uatum aequale sit differentiali factoris ipsius 
dy, qui est N y , dum sola x variabilis sumitur. Horum yalorum 

aequalium neglecto denominatore communi aequalitas dat 

- 2 Py‘ - PMy' - (y‘ + Myy + Ny)^- (y + Q) 

quae secundum potestates ipsius y ordinata praebet 

0 = 2 Py 3 dx + PMy 2 dx 

+ y 3 dQ + My'dQ +NydQ 
— y 3 dM — y'dN 

— QtfdM- QydN 
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unde singulis potestatibus seorsim ad nihilum perductis nanciscimur primo 
NdQ — QdN= 0 seu ~ = ^ , ex cuius integratione sequitur N = a Q. Tum 
binae reliquae conditiones sunt 


et 


I. 2 Pdx + dQ — dM — 0 
n. PMdx + MdQ — adQ— QdM=0, 


unde I • M — Il • 2 supp éditât 


— Md Q — MdM + 2adQ + 2 QdM— 0 
seu 

^ n , 2 QdM _ MdM 
+ 2 a--M"“ 2 cc-M’ 


quae per (2 a — Mf divisa et integrata dat 


Q 


seu 


(2 a — M)' 

Q 


C MdM _ r dM 0 r 
J ( 2 a — M) s J( 2 «-Jf) 2+ J( 


dM 


-1 


+ 


My 

+ /Î 


(2 a — M ) 3 


M — a 


Erit ergo 
hincque 


(2 a— JÊf)* ' 2 a- il/ ' T (2 a — J /) 2 1 r ~ (2 a - il /) 2 

<? = ilf — « + 0(2a — Mf 
2 Pdx = dJf — <20 = + 2{3dM(2a — M) 


+ £ 


sicque pro M functionem quamcunque ipsius x sumere licet. Capiatur ergo 
M=2a — X ; erit 


atque 


Pdx = — fîXdX et Q = cc — X + /3XX 
N — a a — aX + aft XX. 


Quocirca pro bac aequatione 

— pyXdX + dy(a — X + (3 XX + y) = 0 
babemus hune multiplicatorem 


1 

y s -{-( 2 a — X)y y + a(a — X + pXX)y’ 


quo ea integrabilis redditur. 
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COROLLARIUM 1 

494. Tribuatur aequationi haec forma 

dy(y + A + B V+ CW} — CyVdV=0 

eritque 

a = A, X = — BV, fi XX = fiBBVV = CW, 
ergo fi = -Ss, unde multiplicator fiet 


y 3 + (2 A + B V)yy + A ( A + B V+ C VV) y 


COROLLARIUM 2 

495. Si Mc sumatur V= a + x, obtinebitur aequatio similis illi, quam 
supra § 488 integravimus^ et multiplicator quoque cum eo, quem ibi dedimus, 
convertit. Hic autem multiplicator commodius bac forma exMbetur 


y(y + Af + BVy(y + A) + ACVVy 


COROLLARIUM 3 

496. Si ponamus y -j- A = z, nostra aequatio erit 

de(g + B V+ CW) — C(* — A) Vd V= 0, 
cui convemt multiplicator 


(g-A)(gg+l BVe+ACVV)’ 
ita ut per se integrabilis sit baec aequatio 

d0(*+Br+crr)-o(*-A)rdr 

(z-A)(zz+BVz + ACVV) ~ 

SCHOLION 

497. Quemadmodum bic aequationis Pydx + {y + Q)dy = 0 multiplica- 
torem assumsimus = y ÿ + y My + , ita geueralius eius loco sumere poterimus 
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jn, — 1 

ÿ ÿ + ify + y > ut taec aequatio 

Pÿ*(ftg + (ÿ"4- Qÿ n ~ 1 )dy = „ 

t/y + Jfÿ + .ZV" 

per se debeat esse integrabilis , qua comparata cum forma iWæ + Sdy = 0, 
ut sit ® = (sf) » babebimus ■ 

(n — 2)Py n+1 + (n — ï)PJ£ÿ* + nPNy”- 1 

- (« + *» + - - (r + «ir - ‘)(^+ g) 

sive ordinata aequatione 

(n — 2 )Py n+1 dx + (n — l)PMy n dx + nPNy n ~ 1 dx 
— y n+1 dQ — My n d Q — Ny n ~ l dQ 

+ y n+1 dM+ y n dN+ Qy n ~ l dN 

+ Qy n dM 

unde singulis membris ad nihilum reductis fit 

I. (n — 2)Pd x = dQ — d M, 

H. (n — l)MPdx = Md Q — QdM — dN, 

III. nNPdx = NdQ— QdN. 

Sit Pdx = dV eritque ex prima Q = A + M + (n — 2) F, qno yalore in se- 
cunda substituto prodit 



Md F + (n — 2) VdM + AdM+ dN= 0, 

et tertia fit 

2Nd F+ (n — 2) VdN + Md N - NdM + AdN = 0, 


nnde eliminando d V reperitur 


(» — 2) F+ A = 


MMdN — MNdM- 2 NdN 
2NdM-MdN 


Yerum si hinc vellemus F elidere, in aequationem differentio-differentialem 
illaberemur. Casus tamen, quo n = 2, expediri potest. 


Leonhàrdi Euleri Opéra omnia In Institutiones calcnli integralis 
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EXBMPLUM 

498. Sit in evolutione huius casus n — 2, ut per se integrabilis esse debeat 
haec aequatio 

y(Pydx_+Jy + Q)dy) = 0 
yy + My + N 

Ac primo esse oportet Q = A + M, tum vero 

2ANdM — AMdN = M(MdN — NdM) — 2NdN f 

quam ergo aequationem integrare debemus ; quae cum in nulla iam tracta- 
tarum contineatur, videndum est, quomodo tractabilior reddi queat. 

Ponatur ergo M = Nu, ut fiat 


et 

bine 

sive 


Md N— NdM = — NNdu 


2 NdM— MdN = 2 NNdu + NudN, 

2 ANNdu + ANudN + N s udu + 2NdN=0 


2dN . AudN 

TÏÏT* NN + 


2 Adu 


-f- udu — 0; 


statuatur porro 


seu 


= v seu N——: babebitur 

A I oi J 


N 


2 dv — Audv + 2 Avdu + udu = 0 
2Avdu udu 


dv 


2 "f- Au 2 A Au 


ubi varibilis v unicam babet dimensionem, et banc ob rem patet hanc aequa- 
tionem integrabilem reddi, si dividatur per (2 -f Au) 2 , prodibitque 

« 

v Ç udu G l-\-Au 

(2 + Âuÿ = J ( 2 + Am ) 3 ~ TA ~ AA(2 + Au) 2 

C( 2 A Au) 2 — 1 — Au 


ideoque 



356-357] AEQUATIONES PEE MULTIPLICATOKES DATAE FORMAE INTEGRABILES 315 


Sumta ergo pro u functione quacunque ipsius x erit 


atqne 


A r= AA et M A Au 

C(2 + Auy-1-Au 1 C(2+Auf-1-Au 

n .4.0(2 + Au) 3 — A 


* 0(2 + Au) 3 — 1 — Au 

Iam ex tertia aequatione adipiscimur 

2NPdx = JSfdQ— QdN seu 2Pdx = Nd.^; 
at 

.| r ^ Cf C 2 . + ^ 2 - _ 1 > un de d.^ = 2Cdu(2 + Au), 


ideoque 


p. AACdu(2 + Au) 
iax = 0(2 + AU*) 2 -1- Am ' 


Quocirca aequatio nostra per se integrabilis est 


AACyydu(2 ■\-Au)-\-ydy{C{2-\-AuŸy — (1-f Au)y+AG (2-\- Au) 2 — A) „ 

0(2 + Aufyy — (1 + Au)yy + A Auy + AA 

quae posito Au -j- 2 = t induet banc formam 

ACytdt y dy(Ctt — t + 1) + Ady(Ctt — 1) ~ 

y Cttyy — (t — l)yy + A(t — 2)y + AA ~~ 


Hinc autem posito 
invenimus 


A — a, 




ayxydx + ydy{a + (ix + yxx) — ady(a — yxx ) 
(a + (5x -\-yxx)yy — a (2 a -f- (ix)y + a 3 


COROLLAEIUM 1 

499. Hoc igitur modo integrari potest haec aequatio 

ayxydx -f ydy(a -f- (dx + yxx) — ady(a — yxx) = 0, 

quae quomodo ad separatiouem reduci debeat, non statim patet. Est autem 
multiplicator idoneus 

y 

(« + pxA y%x)yy— «(2a + $ x)y + a 8 


40 * 



316 LIBBI PRIORIS PARS PRIMA SECTIO SECONDA CAPUT III § 500—502 [357—358 


COEOLLAEIUM 2 

500. Hic multiplicator etiam. hoc modo exprimi potest, ut eius denomi- 
nator in factores resolvatur 

, . Q . \ . ( ((a + px + yxtB)y — a(a + $px) + axY(%pp — Ky)) 

(a {3x Y XX ïy'\(( a j r p x + y X ÿy — u (ci-\-^p x ) — a xy(%pp — ci'yj) 

COEOLLAEIUM 3 

501. Si ergo ponamus 

(a + j3x -f- yxx)y ~ a ( a + = az > 

erit multiplicator 

« + j< 3x + Z_ 

(e + a>YQPP — a'y))(i t — xV^PP — uy)) 

At ob y = a *+±-*&± îr aequatio nostra erit 

yxydx + dy(z + y/? a; + yxx'j = 0. 

Àt est 

, _ — ju(ccP+_ 4«ya; + |3ya;a:)t?a; — asdxjfi +2yæ) + ade(a + Px + yxx) . 

(« + / Sx + yxx^ ’ 

hoc autem valore substituto prodit aequatio nimis complicata. 


PROBLEMA 66 

502. Invenire aequationem differentialem huius format 

yPdx + (Qy + R)dy = 0, 

in qua P, Q et R sint fmctiones ipsius x, ut ea integrdbilis evadat per hune 

m 

multiplicatorem — — , ubi S est etiam functio ipsius x. 


Quia dx per 


y 


771 4- 1 1 


SOLUTIO 

Qy m+1 


(1 + Sy) n 


O it + 1 - 4 - JR li 

et dy per — — ~ multiplicatur, oportet sit 


(l + S y) 


(m + l)Py m (l + Sy) — nPSy m+1 = 1 + fL ... ^ydS(Qy m+1 + By m ) , 
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qua evoluta aequatione erit 


hinc fit 
ideoque 


( m + l)Py m dx -f- (m -f- 1 — w) PSy m+1 dx — Sy m+ss d Q 
— y m dB — y m+1 dQ-\-nQy m+2 dS 

— Sy m+1 dR 

+ nBy m+1 dS 

Pdx = -^~ et SdQ = nQdS 
m + l 

Q = AS n et dQ = nAS n ~ 1 dS, 


0; 


quibus in membre» medio substitutis fit 


seu 


ideoque 


SdR — nAS n ~'dS — SdB + nBdS — 0 

m + l 

_S*n_jLS"- l dS+ BdS = 0 

m + l 

dB - ( m + 1 ) Rd l = — (m -)- l)^£”- 2 c^, 


quae per S m+1 divisa et integrata praebet 

JR (m+l 

S m ’ +1 n — m — 2 

Ponamus = (m + 2 — «) (7, ut sit 

Q = (m + 2 — n)CS n et J? = J5£ m+1 + (m + 1) CS"- 1 

Pdx = + (n — 1) CS*-'dS. 

Quocirca habebimus hanc aequationem 

ydS(JBS m +(n-l)CS n ~J + dy((m + 2 — n ) CS n y + BS m+1 -+(m + ï) GS n -J = 0 , 

m 

quae multiplicata per — - fit integrabilis, ubi pro 8 functionem quam- 

(i + S y) 

cunque ipsius x capere licet. 


ideoque 
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COEOLLARIUM 1 

503. Integrari ergo poterit haec aequatio 

ByS m dS + BS m+1 dy + (n — l)CyS n ~ !t dS-\-(m + ï)CS n - 1 dy 

+ (m + 2 — n) CS n ydy = 0, 
q-uae sponte resolvitur in has duas partes 

BS m (ydS + Sdy) + CS n ~ s ((n — l)ydS + (w + 1 )Sdy + (m + 2 — n)S 3 ydy) = 0, 
quarum utraque seorsim per ^ ~ multiplicata fit integrabilis. 


COEOLLARIUM 2 

504. Prior pars BS m (ydS+ Sdy) integrabilis redditur per hune multipli- 
catorem — cp *. Sy] est enim haec formula B(ydS Sdy)(p .Sy per se integra- 
bilis. Unde pro hac parte multiplicator erit 8 x ~ m y l (l + Sy)“ , qui utique 
continet assumtum - — - ÿ - - , si quidem capiatur X — m et y, = n. Est vero 


fTdb- ssm ^ dS+sdv) ~ Ji J’i 


v m dv 

(l+tô" 


posito Sy = v. 


COEOLLARIUM 3 

5Q5. Pro altéra parte, quae posito S = y abit in 

4 (— (» — 1 )ydv + (m + 1 )vdy + (m + 2 — n)ydy), 


habebimus 


( n — 1 )Cy n 1 
v n 


(n — 1) Cy (m + ï)vdy (m + 2 — n)dy \ 

v n \ V (n—l)y n—1 J 

. — 771 — 1 

(r ^ 1 




dv — ^ jy y * 1 vdy 


n- 

m + n 

(n — l)Cÿ n ~ 1 
& 




-7ÏI — 1 


n — 1 

n — m — 2 


d.{y ” _1 v + y n ~ 1 ). 


n — 1 
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Ideoque haec altéra pars ita repraesentabitur 

-(*-i )otrtr - 1 

y"- 1 S 

Multiplicator ergo hanc partem integrabilem reddens erit in genere 

— L — a , : jL+jfy. 

m + n T m -f 1 

& m y^ Sÿ ^ 


COEOLLARIUM 4 

506. Pro altéra ergo parte multiplicator erit 


(i + Syf baec 

m + n+fifm+l)’ H U0 UaeC 


pars fit 


cuius intégrale est 


(n 1 + 8 y 

\ / «-fl 9 

S u y~^r p=ï s 
pûsito z_i±£. 

y 71 - 1 S 

COEOLLARIUM 5 


507. Iam multiplicator pro prima parte S l ~ m y x (l + SyY congruens red- 
detur cum multiplicatore alterius partis modo exhibito, si sumatur l = m 

îi m 

et /a = — n, unde résultat multiplicator communis — -- — -- , hincque posito 

o < i “h $y 

s v = v et = * 

y 71-1 S 

nostrae aequationis intégrale erit 

-r, C v m dv n t n r> C v m dv CS n ~ 1 y m + 1 ^ 

B J-(ï+vf+ Gz = D sive 5 J(T+^ + (n^y^T==i>- 


SCHOLION 

508. Aequatio ergo, quam hoc problemate integrare didicimus, per prin- 
cipia iam supra stabilita tractari potest, dum pro binis eius partibus seorsim 
multiplicatores quaeruntur iique inter se congruentes redduntur, cuius 
methodi hic insignem usum declaravimus. 
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Possemus etiam multiplicatori hanc formata dare 


y 


C t+Sy + Tyyj 


-, ita ut 

,71 ~ 


haec aequatio 


y^Pd£^Q£+B)dy) _ q 
(1 + Sy + Tyy) n 


== 0 , 


per se debeat esse integrabilis, et calculo ut ante instituto inveniemus 

( rn+ï)Py m dx +(w+l -n)PSy m+1 dx +(m+l-2n)PTy m+a dx - Ty m+3 dQ 
— y m dB — y m+1 dQ— Sy m+a dQ+nQy m+3 dT 

— Sy m+1 dB — Ty m+a dB 

+ nBy m+1 dS+ nQy m+a dS 

-f nBy m+a dT 

unde ex ultimo membro — TdQ + nQdT=0 concludimus Q = AT” et ex 
primo Pdx = ^~^, qui valores in binis mediis substituti praebent 


BdS-^r-Âr-^T^O 


m + 1 


et 


BdT - 


2TdB 


m 


^ + AT n dS— AST n ~ 1 dT=0, 


quarum ilia fit integrabilis per se, si m = — 2, haec vero integrari potest, si 
m = 2n — 1; fit enim 

TdR 


seu 


BdT— ^ + AT n -\TdS— SdT ) = 0 

nRdT-TdR A(TdS-SdT ) 0 

«r»ê tt 


cuius intégrale est 


-P,AS^ 

'n I T 7 


-B 


hincque B=BT n -\- nAT n ~ 1 S. Praeterea vero notari meretur casus m = — 1, 
quem cum illis in subiunctis exemplis evolvamus. 


EXEMPLUM 1 

509. JDefinire banc aequationem yPdx -f- (Qy + B)dy = 0, ut multiplicata per 
- fiat per se integrabilis. 


y (1 + Sy + Tyÿj 
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Ob m = — 1 habemus statim dR = 0 ideoque R = C; tum est ut ante 
Q = AT 1 et dQ — nAT n ~ 1 dT, unde binae reliquae determinationes erunt 

— PSdx — AT n ~ 1 dT GdS = 0, 

— 2PTdx — AST n ~ 1 dT+ AT n dS+ CdT= 0; 

hinc eliminando Pdx prodit 


ASST n ~ 1 dT — 2AT n dT — AT n SdS-{- 2GTdS — CSdT= 0. 
Statuatur hic S8= Tv, ut fiat 

2 TdS—SdT= — = = — 

\ $ T / v i/« ’ 


eritque 


]/« 

■^~AT n vdT — 2AT n dT — ^-AT n+1 dv + = o 

2 2 ]/« 


seu hoc modo 


\AT“ +i d. - 4 + 9 . T d jV T = o, 


2 t ' y v 

cuius prior pars integrabilis redditur per multiplicatorem posterior 


yero per — y : v, unde communis multiplicator erit 
aequatio elicitur integralis haec 

AT^jL _j _ c f _ dv 

unde T definitur per v; tum vero est 


T * jr 

1_ ” 

— 4 )” + ^yr 




, hincque 


S~Vlv, R=C, Q = AT n et Pdx~ — ~ A ?'~' LdT . 

b 


COEOLLARIÜM 1 

510. Casu, quo est n = y, ob ~z ü =lz habetur 

T 


\ai- t 

2 » — 4 


. n T dv 1 -n 1 

+ c J^ÿjÂ;-Y 1, sca ü 


2 — 4 


l CT l^f2 

2 }/v — 2 


V, 


Leonhardi Euleri Opéra omnia lu Institutiones calcnli integralis 


41 
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unde posito v = i uu et G— A A erit 

l — — = Const. 

1— mm 1 — m 


seu 


Hme porro 

X 

8 = 

-2uVT—2u( L 1 + u yVE(l — uu) et R = 

tum 

Z 


Q-A(^yVE(l-«u) 

atque 

„ 7 XAdu , lAdT AdT 

Fdx ~ u "• 2T îTu 

A.t est 

dT — 2udu+2ldu 


T 1 — U U 

Ergo 

Adu( 1 +- II — 2 lu) 

, JlUjX — 

1 — un 

Quocirca pro hac aequatione 

Aydu(l + U-2Xu) + Âdy G + y A +1^ 2 |/ jK (i . 

nmltiplicator 

erit 


1 


tY(l + 2 uy (g) *VE(1 - uu) + Eyy (1 - mm) g ± “)*) 


C0R0LLARIUM 2 

511. Casu, quo n — — y, habemus 


-^gA + 2CVv = -2D seu 

à JL 


A(v — 4 ) 

4 D + 4 C]/v 
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Ponamus v = â uu, ut sit T tum fît 

s-2.v'r-2.y^ j Ü b-o, Q-y é^ou) 


et 


jp 7 G du , G dT AdT G du du{C A T)u CuujÇGu 3 — 3 Gu — D ) 

u 2 T 2 T Tu ii 11 ,( 1111 . — ( 7) J- 9 (\ii\ ’ 


u 2 T 2 T Tu u u(uu — 1 ) 2 (D + 20m) 

unde tam aequatio quam multiplicator deflnitur. 

EXEMPLUM 2 

512. Definire aequationem yPdx + (Qy R) dy = 0, ut multiplicata per 
— * : ^ — ; fiat per se integrabilis. 

y\l + Sy + Tyy) n * y 

Ob m = — 2 ex superioribus [§ 508] habemus 

RS=—T n + B seu = ^ + 

n nS 1 S 

qui valor in altéra aequatione substitutus praebet 

(2m + G)AT»dT_ _ iAT'+'dS + AT * dS _ AST n ~ l dT+ BdT 2BTdS 


nS ' nSS 

quae in bas très partes distinguatur 


S 


SS 


= o, 


AS ((2n + l)T*"dT 2T* n + l dS\ , Arrn ^fdS SdT\ 
V ' ' S 3 S* ) + \ T TT J 


nT 


I TtQ( dB %TdS\ « 

+ 56 Im — 


seu 


AS T in + 1 Qf T 

^,d.i JS -+AT-*‘ d. | + BSd. jg-0. 


Statuamus ad abbreviandum 

~~SS~^ P ’ 


S 

T 


, T 

= q et = 


1) In editione principe haec formula caret expressione 


SS 

Gdu 


R E. 


41 * 
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= — f bine p = 4 - „ g— j nostraque aequatio ita se habebit 


aar 


2 r 


~dq —dr = 0 seu J ^^dp + ^~dq + Bdr = 0. 

| / r Q.r nÿp qÿr 

Quas très partes seorsim consideremus ac prima fit integrabilis multi- 
plicata per ^ cp\p, secunda vero per ~^<f‘.q, tertia vero per cp .r. TJt bini 


Y r 

primi conveniant, ponatur 


Yp 

Vr Vp * 


ft + 1 1 


seu p 




1 = q fl+1 r, hinc p = q x+1 r l+1 = q~ in r~ 2n+1 . Fit ergo A + l = — 


%n — 1 


et 


H' 


-|-l__4»(^ + l) — sicque 


,u-§^4 et A- 
“ 2n — 1 


2n 


2n — l 


Multiplicetur ergo aequatio per a v - = q 2 »- 1 r’ 11 ) ac prodibit 

2n ^ 71 

—p x dpA-Aq^ l dq-\-Bq 3n ~ 1 r n dr = 0 


seu 


vel 


knn +2 n 


Ad. 


f — — - -f- Y — ' \ -{-Bq 2 n 1 r n dr = 
\fl “f" l) 1 / 


0 


4 ri n + 2 n 


( - 2n ~^ A d. q în ~\l — 4r) + Bq In ~ r r n dr = 0 . 


4vn 


Multiplicetur per <f w-1 (l — 4r)”, ut prodeat 


4 vn 


in 


, u „ 4nw + 2w-f4vw 

(g . w . r il é /«-'(l _ 4 r) v d. q^(l — ir) + Bq ^ r n dr( 1 — 4r) r = 0. 


4n 


4 m 


1) Editio princeps loco r n habet r n + 1 et in formula sequenti ^n-Ç l ^ oco 2n^T ; quam- 

obrem omnes formulae sequentes §512 — 514 eorrigendae erant. In editio ne tertia (Petropoli 1824) 
formulae § 512 correctae sunt, non autem. formulae § 513 et 514. E. E. 
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Fiat ergo 4y + 4w + 2 = 0 seu v — — n — y et ambo membra integrari 
poterunt eritque 

/ \ a (v + 1 ) 

tï îî+t) - 4 *-)’ +1 + 1 - 4r)' - Const; 

at est v -\-l = — n - f- y = — 2w ~ 1 sicque habebitur 

- ■ r ■•(! - 4»f~+ B ! /-^W - Const. 

(l — 4«”) 2 

Dabitur ergo g per r eritque 8 = — , T = — , t nm 

C[_T Q 

À T n ~R 

B = ^- + ~, Q = AT n et Bdx= — dB. 


COROLLARIUM 1 
513. Si sit « = — y, erit 

^(1 — 4r) + 2£yV = (7 
seu 

__ (7— 251/r. 

A(1 — 4r) ’ 

hincque 

o_ -4(1 — 4»*) J, J. 3 (l — 4r) 2 ~ "J/V(C7— 2-B'J/V) 

~ r (0-2 Ej/r) ’ _ r (C- 2 Bj/r) 2 ’ V ~l—4r 

et 

p Q + nB £-2$ r(B-2CyV)(C-2J?j/r) 

wS ' 5 JL(l - 4»-) 2 

seu 

P J?CV-2(i. >2 + C 2 )r]/r + 4RCr 2 
AL(l-4r) 2 


COROLLAEIUM 2 
514. Ponamus eodem casu r = ~uu 1 )’, erit 


l) Editio princeps: r — uu. Ad formulas autem correctas (vide notam p. 324) substitutio 
r == -- uu magis apta videtur. F. E. 
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C( 4-4(1 — UU) j, 444(1 — Uuf 

b ~~ U w(C— H m)’ 1 ~ uu(C~Buy ’ 


hincque 


_ «((?— j5m) P uu(B—Cu)(C—Bu) 

4 4(l-«.*4 2 


■n .7 .. (-B 2 + <? 2 ) (3 MM + M 4 ) - 2 BG(u + 3 M 2 ) 

= 4 4.(1 — -mm)* 


eritque aequatio yPdx + (<?y + JS) dy = 0 integrabilis, si multiplicetur per 

Y(l + Sy+ Tytj) , 44(1 -ntQy , 4 44 (1 -Mw)b/ÿ\ 

yy yy V V _ uu(G—Bu ) ‘ uu{C—Bu ) 2 / 

EXEMPLÜM 3 

515. Definire aequationem yPdx (Qy -{- R)dy = 0, quae multiplicata per 


, 2« — 1 


(l + % + 2" y y) 1 


— per se integrabilis. 


d m 

Hic est m = 2w — 1, $ = AT n et Pdx = •=— , tum vero ex superioribus 


2w 


[§ 508] .R = nAT n ~ 1 S + B T n ac superest aequatio 


RdS — — AT n ~ 1 dT= 0, 

2w 


quae loco jR substituto valore invento abit in 

(2n — l)AT n - 1 SdS — (n - l)AT n ~ 2 SSdT — 2AT n ~ 1 dT 

+ 2BT n dS-BT n ~ 1 SdT=0 
seu 

(2 n — l)ATSdS — (n-l)ASSdT — 2ATdT 
+ 2BTTdS — BTSdT = 0. 

Prius membrum posito SS =u abit in 

(n — j) ATdu — (i n — l)AudT— 2 ATdT 


(n — ~)AT(du- - 1 - ^ — — 2d ~ T -\ 


seu 
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sive 


\ T 2 n-i (2n-l)T st ”- 1 


UT 


(2« — 


4 w — 8 


vel 


sen 


Ponatur 


= |(2 n-l)AT*"-'d. f-^-AT^- 1 ) 

'jn2n-l * 

^n — T)AT n - l d, (^ — 4 ) + ^ ^ = 0 

(2w — l)ALT m d T ra (^— 4) + ^-<i^==0. 

= p et 4)== 2 = T ra O — 4), 


T 


ut sit T 2n ~ l = — 2 - .-, unâe 

p — 4 7 


T = 


-y2n— 1 


Ergo 


sive 




U et 


quae integrata praebet 


(2»-l)^(g-4)d g 2^1/g 3 '»- 1 ^ 0 

2 ^ ]/f(p— 4) 2 "- 1 F 

(2n~ l)Adq 2 B dp -.y p q 


—T + 2£ /- 

0»“* J 1 


dp:]/ p 


q n ~i J (p — A) n + î' 

4:VV 


= 2(7, 


et facto p A =vv seu p = fiet 

p — 4 - 1 -y v — 1 

-.-f —* :i fdv(w-iy-'-c. 


q"~~‘î 


SCHOLION 

516. Haec fusius non prosequor, quia ista exempta eum in finem potis- 
simum attuli, ut methodus supra tradita aequationes differentiales tractandi 
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exerceretur; in iis enim exemplis casus non parnm difficiles se obtnlerunt, 
quos ita per partes resolvere licuit, ut pro singulis multiplicatores idonei 
quàererentur ex iisque multiplicator communis definiretur; nunc igitur alia 
aequationum généra, quae per multiplicatores integrabiles reddi queant, 
investigemus. 


PROBLEMA 67 

517. Ipsius x fmdiones P, Q, B, S definire, ut haec aequatio 

(Py + Q)dx + ydy = 0 

per Mnc multiplicatorem (y y + By + S) n integràbüis reddatur. 


SOLUTIO 

Necesse igitur est sit 

f d. (Py_ + Q) (y y ±By+ S f\ = / d.y(yy + Ry + S) n ' 
\ dy ) \ dx 


uude colligitur per (yy By S) n ~ l dividendo 

P(yy + By + S) + n(Py + Q)(2y + B) - ^ y ^ dS) 


seu 


(2 n + 1) Pyydx -f (n -f- 1 )PBydx + PSdx 

— nyydB -f- 2 nQydx nQBdx 1=0. 

— nydS 

Hinc ergo concluditur 

Pdx — et (n v Wf - + 2 Qdx — dS= 0, + Q Bdx = 0 

2n + l 2n + l 1 e ’ 2n+l 1 15 


porroque 

ergo 


Qdx 


■S dû 


-(n + i)RdR dS 


(2m + 1)jR 2(2w + 1) 


+ 


2 ’ 


dS + 


2SdR ( n-\-l)RdR 


(2w + l) R 


2»-f 1 
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quae per B în+1 multiplicata et integrata dat 


4n + 4 


hincque 

atque 


B 3n+1 S = C + j-B? n+1 , 


-2 


S=jBB + CB 3n+1 


Qdx = 


— BdR 


-2n-S 


4(2w-)-l) 2w-fl 
unde aequationem obtinemus 

- 2w-3. 


B 2n+1 dB et Pdx = 


ndB 
2n + 1 ' 


(ny — i B - CB * n+1 “) dB + (2» + 1 )ydy = 0, 
quae integrabilis redditur per hune multiplicatorem 

(yy + By + ±BB + CB^J- 


COROLLAEIUM 1 

518. Casu, quo n = — * , fit dB — 0 et B = A et reliquae aequa- 
tiones sunt 


Ergo 


seu 


(n -f- l)APdx + 2n Qdx — ndS— 0 et PSdx + nAQdx — 0. 


Pix-±$ÿ--*SiZ=*l ideoque (AA-iS)Qdx- 


2 S A 

Qdx 


2 SdS 


2SdS , — AdS 


AA — AS 


et Pdx = 


AA-iS 


sicque haec aequatio 


(Ay + 2S)dS , ^ 

ts-A + » d » - 0 


integrabilis redditur per hune multiplicatorem 


V(yy + Ay + s) 


Lëonhardi Euleri Opéra omnia In Instifcutiones calculi integralis 
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COROLLARIUM 2 

519. Si hic ponamus A = 2a et S=x, haec aequatio 

(ay + x) dx + 2ydy (x — aa) = ^ 

(x — aa) }/(yy + 2 ay + x) 

per se est integrabilis, unde intégrale inveniri potest buius aequationis 
xdx + aydx -j- 2 xydy — 2 aaydy = 0, 
qnae divisa per ( x — aa)V(yy -f- 2ay + x) fit integrabilis. 

COROLLARIUM 3 

520. Ad intégrale inveniendnm sumatur primo x constans et partis 

zydy 

]/(yy + 2ay + x) 

intégrale est 

2 Y (ÿy fi - 2 ay -j- x) 2<xl (et y Yijjy fi - 2<xy -f- x )) -f- X, 

cuius differentiale sumto y constante 

dx adxjY{yy -f 2 ay - x) _ 

Y{yy + %ay+x) a, + y-Y(yy + 2a y-\- x ) 

si alteri aequationis parti 

(ay + x)dx 

(x — a a) Y(yy + 2 ay + x) 

aequetur, reperitur dX = -~ x et X= — al(aa — x). Ex quo intégrale com- 
pletum erit 

Vf»» + iay + *) + + _ C . 

Y(cta — x) 

. COROLLARIUM 4 

521. Memoratu dignus est etiam casas n = — 1, qui scripto a loco 
(7+ -j- praebet banc aequationexn (y -f aX)dR -f - ydy — 0, quae divisa per 
yy + Ry + aRR fit integrabilis; baec autem aequatio est bomogenea. 
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SCHOLION 

522. Potest etiara aequationis (Py -f- Q)dx -f- ydy — 0 multiplicator statut 
(y + R) m (y + &)* fierique debet 


ÇPy + Q) (y + Bp (y + Sp \ 
y dÿ / 


= ( d -y ( y+ E ) m (y+ s ) n \ 

V dx )’ 


unde reperitur 


Pdx(y + B) (y + S) + mdx{Py -f Q)(y + S) + ndx(Py + Q)(y + B) 
— myiy -{- S)dB + ny(y + B)dS, 

quae evolvitur in 


(m + n + 1 )Pyydx +(%-)- l)PBydx + PBSdx 

— myydB + (m + 1) PSydx + m QSdx 

— nyydS + (m -f- n) Qydx + n QBdx 

— mSydB 



unde colligitur 


nBydS 


Pdx = "b S 

m -j- w -p l 


hincque 


et 


Qdçfc PBSdx — BS(mdB + ndS) 

mS + nB (m + n + l)(mS -\-nB) 


(mdB + n d S ) ((» + 1)B + (m + l)S) (m + n)BS(mdB + ndS) „ 7 _ ^ 

m + n + 1 (m + n + l)(mS + nB) m8dB — nBdS=0 

seu 

m(n + l)BdB — mnBdS + n(m + l)SdS — mnSdB 

m(m + n)BSd B + n(m + n)BSdS . 

mS+nB ’ 

quae reducitur ad hanc formam 


( n + 1 )BBdB + (m — n — 1 )BSdB — mSSdB 
+ O + l)SSdS + (n — m — l)B8dS — nBBdS = 0; 

quae cum sit homogenea, dividatur per 

(n + 1)Æ 3 + (m - 2 n — 1)J2 2 £ + (n — 2m — 1)BSS+ (m + 1)8 3 

42* 
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seu per 

(B-S)\(n + l)B + (m + l)S), 

ut fiat integrabilis. 

At ipsa üla aequatio per B — S divisa erit 

( n + 1 )BdB + mSdB — nBdS — (ni + 1 )SdS= 0. 

Dividatur per (B— S)((n + 1) B + (m + 1) S) et resolvatur in fractiones partiales 

dB . n -j- 1 \ 

"V 7~~. TVT \ ü ci 1“ I -t \ ~D i (m, ii \ s) 


w*-|-m + 2V It — S (n + 1) R-\- (m + 1)S/ 

d S f m -f n -|- 1 , m + 1 \ __ n 

' w + m + 2\ S — R (w+l)B + (j» + l)5' 


(m + n + l)(djB — dS ) . (n -j- l)d.R j- ( rn -f- l) d$ 

R^S (n + l)R + (m + ï)S ~ 


unde integrando obtinemus 


(B — S) m+n+1 ((n + 1)# + (m+ 1 )S) = G. 


Sit B — S=u ; erit 


(n + 1)E + (m -f- 1) S ■■ 


biucque 


tum vero 


Tt (»l+l)w . d I q (w-f-l)w | d 

M ~~ m + n + 2' t u m+n+1 m +n + 2 ~ r u m+n+1 ’ 

-pj ( m—n)du ( m + n)adu 

FClX = « + W + 2 ' u m + ~n-+3— 

ndr = — f - 4- ( W + 1 ) m N | ( a (”+ 1)” V 

* u \u m+n + l 'm-\-n J r2/\u m + n+x m-\-n-\-2/ 


COROLLARIUM 1 

523. Hiuc ergo integrari potest ista aequatio 


ydy + y du 


m — n (m + n)a 


n)a \ 
n + 2 J 


du ( aa 


ï+î + 


Vw + tt + 2 u m + n+i 1 
(m — n)a (ni + 1) (n + 1) uu 


u \u*m+** + * * (m + n-\-$)u m + n (m + w+2) 2 
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quippe quae per se fit integrabilis, si multiplicetur per 


(y + - a + <£ ± ?>LY( v 
V ~ u m+n + 1 ^ m + n + 2/ K 1 * 


a (n 1 )u 

u m + n + l 


)’ 


COROLLARIUM 2 

524. Sit m = n et aequatio nostra erit 

Znaydu , aadu 1 7 

yW ^T+i- + 3 — J u ^u = O, 


cuius multiplicator est ((y + ^i) — j«ûV- Quare si ponamus = ^ 

aequatio prodit 




uiz . uzau J- 7 

2n+T 1 „,2n + 2 T u ®' u “ 


quae integrabilis fit multiplicata per (00 — -Î-wm)”. Yel ponatur £ = -^y et 
a=~b; erit 

ydy- udu - —f-ï + = 0 

et multiplicator ( yy — uu ) n . 

COROLLARIUM 3 

525. Si m = — n, prodit haec aequatio 

, 7 , aadu , 1 / 7 nadu n 

ydy — nydu — - g + — (nn — 1 )udu — = 0, 

quae integrabilis redditur multiplicata per 

(» + î - }(* + +TT - ï ( M - 1 )“)’’ 

Posito autem y + “ == z prodit baec aequatio 

+ ~(nn — 1 )udu — -j- — — =0, 

quam integrabilem reddit hic multiplicator 

(* — yO + l>)”(s — ~(w — l)u) ’• 
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COROLLAEIÜM 4 

526. Ponamus hic z = uv et habebitur ista aequatio 

uuvdv -f- udu (vv — nv — 1)) = adv; 


quae si multiplicetur per 
Posito enim 


( v — |-(w + l) Y 


utrumque membrum fiet integrabile. 


oritur 


«-*(” + *) = s „ P11 „ = n+l-(»-l)g 

v — %(n — 1) 2(1 — s) 


s n+1 udu . 

Tï^-s) 5 " ' 


n + 1 — (n — l)s 
2(1 — s) 3 


uus n ds = 


as n ds 

(ï^f’ 


cuius intégrale est 


s n+1 uu r s n ds 

2(Ï^~V(T=^‘ 


SCHOLION 


527. Quo nostram aequationem in genere concinniorem reddamus, pona- 
mus m — — 2 — 1 /a et n = — 2 — 1 — (i, utsit m-\- n - \- 2 = — 22, fietque 
aequatio 

ydy — ydu(~ — 2(2 -f l)aw 2 ^ + udu / *'" w 1 41 

quae per hune multiplicatorem integrabilis redditur 


au -|- aau j = 0, 




au 


21 


Ponatur y -f au 2X+1 = uz et orietur haec aequatio 

uzdz — au? l+1 dz du (zz — y# + — 0, 

\ K 4 A A / 

cui respondet multiplicator 


- 2 - 1 
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Reperitur autem intégrale 


quod ergo convenit huic aequationi differentiali 

* d * + ¥ (* + tt)(* — ^r) = 


PROBLEMÀ 68 

528. Ipsius x functiones P, Q, H et X definire, ut haec aequatio 

dy + yydx-\- Xdx = o 
integrabilis reddatur per hune multiplicatorem 


Pyy + Qy+ R 


Debet ergo esse 


SOLUTIO 


1 , yy + X 

1 W. T V .Pi 


-d. 


bincque 


dÿ + P dx ' Pyy+Qy + R 

2y(Pyy + Qy + B) - (yy + X)(2Py + Q) = 
ergo fieri debet 

Qyydx H- 2 Bydx — QXdx 
+ yydP— 2PXydx + dB = 0. 
+ 2/d$ 

Quare habetur 


Q 


dP dP 


dæ Xdæ 


et X: 


Sumto ergo do? constante est d Q = — ~jz~j unde fieri oportet 


dP 

dP' 


dx 


A ri -, , 2 PdRdx ddP A -r> i-n < 7 UD dPddP 

21ldx+ dp --^- = 0 seu BdP+PdB = ^ r - ; 
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cuius integratio praebet 


PB 


bine 

B 


dP 2 , G \ „ 

ÏPSr+P- tum « 


dP s 

4:dx 3 

dP 


+ 0 , 


dx 


et X 


G dP 2 ddP 
PP^~ iPPdx* 2Pdx 2 ‘ 


Ponamus P = ut S sit functio quaecunque ipsius x, obtinebimusque 


P- SS, <2 = 


2SdS 
dx ’ 


B 


,ds _ 2 «f c dd# 

: SS + dP et ^~S i ~'Sd^’ 


quibus sumtis valoribus per se integrabilis erit haec aequatio 


dÿ + yydx + Xdx - 
Pyy + Qy + R 


SCHOLION 


529. Haec solutio commodius institui poterit, si multiplicatori tribuatur 
haec forma -- ^ y+Æ , ut fieri debeat 

1 ^ PQ/y+x) = }_ g p 

dy ' yy + 2 Qy + R dx ' yy -\-2Qy + R’ 

unde oritur 


2 PQyydx + 2 PBydx —2 PQXdx • 
— yydP —2PXydx — PdP 

2 QydP -|- PdB 

+ 2P^0 



ubi ex singulis commode definitur scilicet 


dP 

P 


= 2Qdx = 


Rdx— Xdx-\- d Q 

Q 


dR — 2 QXdx 
R 


Hinc colligitur 2 Q(B -f- X)dx = dB, unde nunc ipsum elementum dx definiamus 
dx = yqçs, q. x) ’ < ï uo va ^ ore substituto adipiscimur 

ÇdR (P-X)dP , 

R + X 2 Q(R + X) + a V 
seu 

2QQdB = BdB — XdB + 2QBdQ + 2QXdQ, 
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unde colligimus 


X = 


2 QQdR- 


SQRdQ-RdR -p v _2 (QQ-R)dR 

dO-d-R, et 11 + X= YQdQ-dR’ 


hinc 


2QdQ-dR 


at <me dF - *Q*Q-*R 
±Q(QQ-R) atque ~T 


ideoque P = AV(QQ — R). 

Fiat Q Q — R — S ac reperietur 


dx 


dS 


4 QSdQ 


QQ-8, R = QQ — S 


4 QS’ dS 

atque P= AV S. Quocirca habebimus hanc aequationem 

dvA yyd8 I dO WQ + s ) d S a 
ay+ ±QS +<iQ 4 QS = 0 ’ 

quae integrabilis redditur per hune multiplicatorem 

y s _ ys 


yy + 2Qy+QQ—S (y+QY-S' 

Ad eius intégrale inveniendum sumantur Q et S constantes prodibitque 


S; 


d l i VS _ i l y + Q — VS y 


(y+çy-s 2 y+Q+ys 

existente F certa functione ipsius S vel Q. Iam differentietur haec forma 
sumta y constante proditque 


dçys- 


ideoque 


(Q + ÿ>dS 

21 Ta , d y = yy dS + 4 QSdQ- Q Q dS-SdS 
itt ” 4 Q<^+QŸ-J)ys 


(y + Qf—s 


dv= yy AS + *Qy dS +QQàB- SdS = 


±Q((y + Qy-s)ys 

Ex quo aequationis nostrae intégrale est 

1 j ÿ+Q-VS . 1 r dS _ 

2 y+Q + ys^ 4 J Qys 

Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 
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COROLLARIUM 1 

530. Singularis est casus, quo B= QQ; fit enfin 

dP QQdx — Xdx + dQ 2dQ—2Xdx 

- T =lQd X- Ç Q » 

unde fias duas aequationes elicimns 

QQdx Xdx — dQ = 0 et QQdx -{-Xdx — dQ = 0; 
quae cum inter se conveniant, erit 

Xdx = dQ — QQdx et lP=2j*Qdx. 


COROLLARIUM 2 

531. Sumto ergo Q negativo, ut habeamus liane aequationem 


dy + yydx — dQ — QQdx = 0, 


g — 2 Ç Qdx 

haee integrabilis redditur per fiunc multiplicatorem ■ - 

7 = Const., 

y— Q 


Et intégrale erit 


ubi F est functio ipsius x, ad quant definiendam differentietur sumta y 
.constante 


— àQ e _ 2 fo, ix , 2Qdx e _ d y _ yydx- d Q- QQdx 
(y-QY ^ y-Q ^ (y-<Ô* 


unde fit 

ita ut intégrale sit 


V=f e-^S^dx, 

f 'e~ 2 S Qi *dx — = G. 

J y-Q 


x 

? 


COROLLARIUM 3 

532. Proposita ergo aequatione dy + yydx + Xdx = 0 si eius intégrale 
particulare quoddam constet y = Q, ut sit d Q + Q Qdx + Xdx = 0 ideoque 
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ày + yydx — dQ — QQdx = 0, multiplicator pro ea erit et inté- 

grale completum 

C&fw*- | 1 — = Ç e~ i f^ ix dx, 

y—Q J 


SCHOLION 

533. Aequatio autem in praecedente scholio [§ 529] inventa 

non multum habet in recessu; posito enim y -J- Q = z prodit 

, MdS dS(ez — S) 
dZ YS + 4 QS -°> 

in qua ut bini priores termini in unum contrabantur, ponatur z — vYS re- 
perieturque 

*8 dv dS 

"t" T7TT777 " > 


j i/a i vvdS dS „ 

dvyS-\ = 0 seu 

4 Q 4 Q 

quae cum sit separata, intégrale erit 

A*i±^ = i f 

2 1 — v 4 *J 


vv — 1 4 QYS 


dS 

QYs’ 


ubi est v = y "y — • 

ys 

Aequatio autem in ipsa solutione [§ 528] inventa 

7 , , . Cdx ddS r , 

dy + yydx + = 0 , 

cld S d>S 

ubi 8 est functio quaecunque ipsius x et = d.^~ , magis ardua videtur, 
dum per se fit integrabilis, si dividatur per 


SSy„-^-™+ d - S ~ + -2. 
SJ dx + dé + SS 

At sumto x constante intégrale reperitur 


(^-SD+ 


o 


1 a i . SSydx — SdS , Tr ~ , 

Arc. tang. * + F- Ckmst; 


43 * 
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nune ergo ad functionem V inveniendam sumatur differentiale posita y con- 
stante, quod est 


2SydS- 


SddS dS s 


dx dx 




+ dV 


et aequari debet alteri parti 
Gdx ddS 


S 4 Sdx 


Gdx S d d S . ci o ? 
■yydx y-~—— + SSyydx 


Ergo 


dV 


(»r-S D’+ffl «(*-#’+ o 


/SS 


ss(s,-g)Vc 

Quocirca intégrale completum est 

1 ^ ^ SSydx — SdS Ç dx ^ 

yÔ A1C ‘ Eng ' dxVC 'J ~SS ~~ 


Quodsi sumanms S=x, huius aequationis [§ 491] 

intégrale completum est 


dy + yydx + ?ÿ- = 0 


xxy — x 


JL 1 I *0*0 W 

Axe. tana. , 

yc b yc 


= JD. 


Sin autem sit S = x n , ob = nx n 1 et d.^ = n(n — 1) x n 2 dx integrari 
poterit baec aequatio 


i | , , Gdx n(n—l)dx n 

dy + - - A -^ X J — = 0 


intégrale enim erit 
1 


A , x 2n y — nx 2n ~ 1 
- . Arc. tang. — - — - ■ 

yc b yc 


(2w — l)æ 3 " -1 

Supra autem [§ 436] invenimus hanc aequationem 

dy + yydx Cx m clx = 0 


D. 
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ad separationem reduci posse, quoties fuerit m — iisdem ergo casibus 

functionem S assignare licebit, ut fiat 

O ddS r • . 

S 4 Sdx 2 ~ ’ 

quod cum ad aequationes differentiales secundi gradus pertineat, hic non at- 
tingemus. 


PROBLEMA 69 

534. Definire functiones P et Q ambarum variàbilium x et y, ut aequatio 
differentialis Pdx + Qdy = 0 divisa per Px + Qy fiat per se integrabilis. 

SOLUTIO 

Cum formula P p^ debeat esse integrabilis, statuamus Q = PB, ut 
habeamus , sitque dB = Mclcc + Ndy. Quare fieri oportet 

1 j 1 1 d * 

dy 'x-\-Ry dx 'x J r By f 

unde nanciscimur 

— R—Ny Mx — R 

(x + Ry ) 2 ~ (x + Ry) 3 

seu N= — — ; hinc fit 
y 

iB-Mdx - Aîf*? « My «È-Lrjyy ; 

y J yy 

quae formula cum debeat esse integrabilis, necesse est sit My functio ipsius 
— , quia y ~ x ~y d l = d.~, atque ex hae integratione prodit B = funct. ~ seu, 
quod eodem redit, R erit functio nullius dimensionis ipsarum x et y. Quocirca 
c um -| = JR * manifestum est huic conditioni satisfieri, si P et Q fuerint 
functiones homogeneae eiusdem dimensionum numeri ipsarum x et y, hoc ergo 
modo eandem integrationem aequationum homogenearum sumus assecuti, quam 
in capite superiori [§ 477] docuimus. 
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COEOLLAEIUM 1 

si fuerit B = f: seu 

1 U 


integrabilis, quae ita repraesentari potest 

ubi littera f dénotât functionem quamcunque quantitatis suffixae. 

COEOLLAEIUM 2 

536. Ponatur y = ^ et atque baec formula 

g+M/lr fl _ f (/?-/¥) 

erit per se integrabilis. Qnare posito 

haec formula er ^ P er se integrabilis, quaecunque functio sit X 

ipsius æ et 7 ipsius y. 


535. 


Cum igitur 
erit 


dt —f- Bdu 


t + Bu 

etiam baec formula 


sit integrabile, 


dt , du y. t 

T^~~üT : ~ü 


!+/■■ 


COEOLLAEIUM 3 

537. Quare si quaerantur functiones P et Q, ut baec aequatio Pdx-\- Qdy—0 
fiat integrabilis, si dividatur per PX + QY existente X functione quacunque 
ipsius x et Y ipsius y, debet esse 
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COROLLAEIUM 4 

538. Quare si signa cp et yj functiones quascunque indicent fueritque 

haec aequatio Pdx + Qdy = 0 integrabilis reddetur, si dividatur per PX-f QT. 

SCHOLION 

539. Hinc ergo innumerabiles aequationes proferri possunt, quas iutegrare 
licebit, etiamsi alioquin difficillime pateat, quomodo eae ad separationexn varia- 
bilium reduci queant. Yerum haec investigatio proprie ad librum secundum 
Calculi Tntegralis est referenda, cuius iam egregia specimina hic habentur; 
definivimus enim functionem B binarum variabilium x et y ex certa conditione 
inter M et N proposita, scilicet Mx + Ny = 0 seu x + y = 0, hoc 
est ex certa differentialium conditione. 1 ) 


l) Notandum est magnam partem eorum, quae in Cap. II et III continentur, inveniri in 
L. Euleri Commentatione 269 (indicis Enestroemia.ni) : De integratione aeguatiofiwnfi diffevcntictliuwi , 
ISTovi comment, acad. sc. Petrop. S (1760/1), 1763, p. 3; Leonhardi Euleri Opéra omnia, 
sériés I, vol. 22. E. E. 



CA.PÏÏT IY 


DE INTEGEATIONE PARTICDLARI 
AEQÜATIONÜM DIFFERENTIALIUM 

DEFINITIO 

540. Intégrale particulare aequationis differentialis est relatio variabilium 
aequationi satisfaciens, quae nullam novam quantitatem constantem in se com- 
plectitur. Opponitur ergo intégrait compléta, quod constantem in differentiali 
non contentam involvit, in quo tamen contineatur necesse est. 

COROLLARIUM 1 

541. Cognito ergo integrali completo ex eo innumerabilia integralia 
particularia exkiberi possunt, prout constanti illi arbitrariae alii atcjue alii 
valores âeterminati tribuuntur. 

COROLLARIUM 2 

542. Proposita ergo aequatione differentiali inter variabiles x et y omnes 
functiones ipsius x, quae loco y substitutae aequationi satisfaciunt, dabunt 

.^integralia particularia, nisi forte sint compléta. 

COROLLARIUM 3 

543. Cum omnis aequatio differentialis ad hanc formam = V revocetur 

CL ÛO 

existente F functione quacunque ipsarum x et y, si eiusmodi constet relatio 
inter x et y , unde pro ~ et F résultent valores aequales, ea pro integrali 
particulari erit habenda. 
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SOHOLION 1 

544. Interdum facile est intégrale particulare quasi divinatione colligere; 
veluti si proposita sit haec aequatio 

aady + yydx — aadx + xydx. 

Statim liquet ei satisfieri ponendo y = x; quae relatio cum non solum nullam 
novam constantem, sed ne eam quidem a, quae in ipsa aequatione differentiali 
continetur, implicet, utique est intégrale particulare; unde nihil pro integrali 
completo colligere licet. 

Saepenumero quidem cognitio integralis particularis ad inventionem 
completi viam patefacit, quemadmodum in hoc ipso exemplo usu venit; in 
quo si statuamus y = x + z, fit 


aadx + aadz -J- xxdx 4- 2 xzdx -f- zzdx — aadx + xxdx -f- xzdx 


seu 


aadz + xzdx + zzdx = 0, 

f*x d x 

quae aequatio posito z = a ~ abitinhanc dv - xv -~ = dx, quae per e~ J aa - 
multiplicata fit integrabilis et dat 


— xx 
^ 2 aa 


— xx —xx xx —xx 

e" laa v —f‘e 2aa dx seu v = & >aa J‘e 2aa dx, 


quod ergo est maxime transcendens, cum tamen simplicissimum illud parti- 

— XX 

culare involvat; scilicet si constans integratione Çe 3aa dx invecta sumatur in- 
finita, fit v = oo et z — 0, unde y — x. 

Interdum autem intégrale particulare parum iuvat ad completum in- 
vestigandum, veluti si habeatur haec aequatio 


a 3 dy -f- y 3 dx = a s dx -f- x 3 dx, 


cui manifesto satisfacit y = x; posito autem y — x -f- z prodit 

a*dz -f 3 xxzdx + 3 xzzdx -f- z 3 dx = 0, 
cuius resolutio haud facilior videtur quam illius. 
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SCHOLION 2 

545. In his exemplis intégrale particnlare statim in oculos incurrit; 
dantur autem casus, quibus difficilius perspicitur; -et qnanquam raro 
inde via pateat ad intégrale completum perveniendi, tamen saepenumero 
plurimum interest intégrale particulare nosse, cum eo nonnunquam totum 
negotium conflci posait. Iam enim animadvertimus in omnibus problematibus, 
quorum solutio ad aequationem differentialem perducitur, constantem arbi- 
trariam per integrationem invectam ex ipsis conditionibus cuique problemati 
adiunctis determinari, ita ut semper integrali tantum particulari sit opus; 
quare si eveniat, ut hoc ipsum intégrale particulare cognosci possit sine 
subsidio completi, solutio problematis exhiberi poterit, etiamsi integratio 
aequationis differentialis non sit in potestate. Quibus ergo casibus sine 
integratione vera solutio inveniri est censenda, propterea quod proprie 
loquendo nulla aequatio differentialis integrari existimatur, nisi eius intégrale 
completum assignetur. Quocirca utile erit eos casus perpendere, quibus 
intégrale particulare exhibere licet. 


SCHOLION 3 

546. Maximi autem est momenti hic animadvertisse non omnes valores 
aequationi cuipiam differentiali satisfacientes pro eius integrali particulari 
haberi posse. Yeluti si habeatur haec aequatio 


dy = 


dx 

Y(a — x) 


seu 


dx 

dy 


= V(a — x), 


posito x = a fit tam V(a — x) = 0 quam ^ = 0, ita ut aequatio x = a illi 
differentiali satisfaciat, cum tamen nequaquam eius sit intégrale particulare. 
Intégrale namque completum est 


y = C — 2 V (a — x ) seu a — x = -^-(<7 — y ) 2 , 


unde, quicunque valor constanti C tribuatur, nunquam sequitur a — x = 0. 
Simili modo huic aequationi 


dy = 


xdx -b ydy 
y\xx +yy — ad) 
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satisfacit haec aequatio finita xx + y y = a a, quae tamen inter integralia 
particularia admitti nequit, propterea quod in integrali completo 

y = c + Vfyx + yy — aa) 

neutiquam continetur. 

Quare ad intégrale particulare non sufficit, ut eo aequationi differentiali 
satisfiat, sed insuper hanc conditionem adiungi oportet, ut in integrali com- 
pleto contineatur; ex quo investigatio integralium parti cularium maxime est 
lubrica, nisi simul intégrale completum innotescat; hoc autem cognito super- 
vacuum esset methodo peculiari in integralia particularia inquirere. Tum 
enim potissimum iuvat ad investigationem integralium particularium con- 
fugere, quando intégrale completum elicere non licet. Quo igitur hinc 
fructum percipere queamus, criteria tradi conveniet, ex quibus valores, qui 
aequationi cuipiam differentiali satisfaciunt, diiudicare liceat, utrum sint inte- 
gralia particularia necne. Etiamsi scilicet omnia integralia sint eiusmodi 
valores, qui aequationi differentiali satisfaciant, tamen non vicissim omnes 
valores, qui satisfaciunt, sunt integralia. Quod cum parum adhuc sit animad- 
versum, operam dabo, ut hoc argumentum dilucide evolvam. 


PEOBLBMA 70 

547. Si in aequatione differentiali dy = -~ functio Q evanescat- posito 
x = a, determinare, quibus casïbus haec aequatio x == a sit intégrale particulare 
aequationis differentialis propositae. 


SOLUTIO 

Cum sit Q = , posito x = a fit tam Q = 0 quam || = 0, unde hic 

valor x = a aequationi differentiali propositae dy = ~ utique satisfacit; neque 
tamen hinc sequitur eum esse intégrale. Hoc solum scilicet non sufficit, sed 
insuper requiritur, ut aequatio x = a in integrali completo contineatur, si 
quidem constanti per integrationem invectae certus quidam valor tribuatur. 
Ponamus ergo P esse intégrale formulae ut intégrale completum sit 
y = G + P; cui aequationi ponendo x = a satisfleri nequit, nisi posito x = a 
fiat P=cv>; tum enim sumta constante C pariter infinita positione x = a 
quantitas y manet indeterminata, ideoque si posito x — a fiat P = eo, tum 

44* 
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demum aequatio x = a pro integrali particulari erit habenda. En ergo cri- 
térium, ex quo dignoscere licet, utrnm valor x = a aequationi differentiali 
dy = — satisfaciens simul sit eius intégrale particnlare necne; scilicet tum 
demum erit intégrale, si posito x — a non solum fiat Q = 0, sed etiam inté- 
grale P=f\ y abeat in .infinitum. 

Quod quo clarius exponamus, quoniam posito x = a fit Q — 0, ponamus 
Q=z(a x) n B dénotante n mimerum quemcunque positivum, et cum aequatio 

dx dx 
dy = -ç--ç a _ x y ]R 


induere queat hanc formam 



adx 
(a — x) n 


+ 


fidx . 
(a — s)"- 1 ” 1 " 


ydx . , Sdx 

(a — x) n ~ 2 JR ’ 


ratio illius infiniti P pendebit a termino • qui si posito x = a evadat 

infinitus, etiam intégrale P = erit infinitum, utcunque se babeant reliqua 

membra. Àt est /— = x) 


i-i > 


quae expressio fit infinita posito 

x _ dummodo n — 1 sit numerus positivus vel etiam n — 1. Quare dum- 
modo exponens n non sit unitate minor posito Q = (a — x) n R, aequatio x = a 
pro integrali particulari erit habenda. 


COROLLÀRIUM 1 

548. Quoties ergo posito Q = (a — x) n R exponens n est unitate minor, 
aequationi dy = non convenit intégrale particulare x = ci, etiamsi hoc 
modo aequationi differentiali satisfiat. 


COROLLARIUM 2 

cl Q 

549. Si exponens n est unitate minor, formula -f- fit infinita posito x = a, 
unde novum critérium adipiscimur. Scilicet proposita aequatione dy = ~ç si 
posito x = a fiat quidem Q = 0, at §J = cv>, tum valor x = a non est inté- 
grale particulare illius aequationis. 
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COKOLLABIUM 3 

550. His igitur casibus exclusis aequationis dy = d ~, ubi posito x = a fit 
Q — 0, intégrale particulare semper erit x = a, nisi eodem casu x = a fiat 
J-| = oo; hoc est, quoties valor formulae ^ fuerit vel finitus vel evanescat. 

SCHOLION 1 

551. Haec conclusio inversioni propositionum hypotbeticarum innixa 
licet videri queat suspecta ac regulis Logicae adversa, yerum totum ratio- 
cinium regulis apprime est consentaneum, cura a sublatione consequentis ad 
sublationem antecedentis concludat. Quoties enim posito Q = (a — x) n B ex- 
ponens n est unitate minor, toties ^ fit = oo posito x = a. Quare si posito 
x = a non fiat = eo ideoque eius yalor yel finitus yel evanescat, tum 
certe exponens n non est unitate minor; erit ergo vel maior unitate vel 
ipsi aequalis, utroque autem casu intégrale P = posito x = a fit infinitum 
ideoque aequatio x = a est intégrale particulare. Quare si in aequatione dif- 
ferentiali dy = ~ posito x = a fiat Q = 0, examinatur valor ^ pro casu 
x = a; qui si fuerit vel finitus vel evanescat, aequatio x = a est intégrale 
particulare; sin autem is sit infinitus, ea inter integralia locuin non habet, 
etiamsi aequationi differentiali satisfiat. Eadem régula quoque locum habet, 
si aequatio differentialis fuerit buiusmodi dy = seu ~ y x = cj ac P os ^° 
x = a fiat Q = 0, quaecunque fuerit P functio ipsarum æ et y, quin etiam 
necesse non est, ut Q sit functio solius variabilis x, sed simul alteram y ut- 
cunque implicare potest. 

SCHOLION 2 

552. Demonstratio quidenr inde est petita, quod quantitas Q, quae posito 
x = a evanescit, factorem implicet potestatem quampiam ipsius a — x, quod 
in functionibus algebraicis est manifestum. Yerum in functionibus transcen- 
dentibus eadem régula locum habet, cum potestate talibus dignitatibus aequi- 
valeant. Yeluti si sit 

7 dx 

y lx — la’ 

ubi Q = lx — la = l^ fitque <2 = 0 posito x = a, quaeratur quae 

formula cum non fiat infinita posito x = a, intégrale particulare erit x = a. 
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Quod etiam valet pro aequatione 

7 Pdx 
y lx—la 9 

dummodo P non fiat =0 posito x = ct> Sit onim P *==*—, 6rit intsgiaiido 
y = C+ 1(1% — la) et l~ = e y ~ c . Snmta iam constante <7 = eo fit Z™ = 0 
ideoque % = d, quod orgo est intégrale parti culare. Simili modo si sit 

X 

dy — Pdx : (e a — e), 

x 

x d G 1 ~~ 

ubi Q = e“ — e ideoque posito x = a fit Q = 0, quia hincque posito 

æ = a fit ^ = — , erit a: = a etiam intégrale particulare. Sumatur P = e a , ut 

‘ dx a x y— G 

integratio succédât, et quia y = C+al(e a — e) hincque e° — e + e a , 

a; 

statuatur <7 = co; erit e“ = e ideoque æ = a, quod ergo manifesto est inté- 
grale particulare. 


EXEMPLUM 1 

553. Proposita aequatione differentiali dy = Pd * , in qua S evanescat posito 
x = a, definire casus, quibus aequatio x — a est eius intégrale particulare. 

Cum hic sit VS = Q, erit dQ= d %) ergo ut intégrale particulare sit 

2 I/o 

x — a, necesse est, ut posito x = a fiat quantitas finita. Hinc 

eodem casu quantitas pjpi fieri debet finita, unde, cum S evanescat, etiam 
~ ac proinde d , S evanescere debet. Tum autem posito x = a illius fractionis 

dx ■ L Cl X 

valor est 

2dSddS 2 ddS 
dSdx 2 dx 2 ’ 

quem ergo finitum esse oportet vel = 0. 

Quare ut aequatio x = a sit intégrale particulare aequationis propositae, 
hae conditiones requiruntur, primo ut posito x = a fiat S = 0, secundo ut 
fiat = 0, ac tertio ut huius formulae valor prodeat vel finitus vel = 0, 
dummodo ne fiat infinité magnus. Si S sit functiô rationalis, haec eo redeunt, 
ut S factorem habeat (a — xf vel potestatem altiorem. 
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SCHOLION 

554. Haec resolutio usurn habet in motu corporis ad centrum ’virium 
attracti dignoscendo, num in circulo fiat. Si enim distantia corporis a centro 
ponatur = x et vis centripeta liuic distantiae convenions = X, pro tempore t 
talis reperitur aequatio 1 ) 

7 , xdx 

dt == — — — 7 , 

]/(Exx — à — 2 axxf Xdx) 

ubi E est constans per praecedentem integrationem ingressa, cuius valor 
quaeritur, nt bine aequationi satisfaciat valor x = a, quo casn corpus in cir- 
culo revolvetur. Hic ergo est 8 = Exx — à — 2axx Ç Xdx vel suini potest 

S= E — — — 2aCXdx. 
xx J 


Non solum ergo haec quantitas, sed etiam eius differentiale 


dS 2 c* 

dx x* 


2 aX 


evanescere debet posito x = a, neque tamen differentio-differentiale 

ddS 6c* 2 adX 

dx % x i dx 

in infinitum abire debet. Inde ergo constans a erit valor ipsius x ex hac 

aequatione ax 3 X — c 4 resultans, qui est radius circuli, in quo corpus revolvi 
poterit, dummodo constans E, a qua celeritas pendet, ita fuerit comparata, 
ut posito x = a fiat E = ^ + 2a f Xdx\ nisi forte eodem casu expressio 
6 C r 4- 2 a J 1X seu saltem haec fiat infinita. Hoc enim si eveniret, motus in 

x 4 1 dx dx 

circulo tolleretur; ad quod ostendendum ponamus 

X=b + V(a — x), 


dx 2 Y(a — x) 

1) L. Euleri Mechanica, 1. 1 § 601; Leonsardi Euleri Opéra omnia, sériés II, vol. 1, 
p. 199. E. E. 
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fiat infinitum posito x — a, et aequatio c< Y X = c 1 dabit a a 3 b — c 4 . Tum 
yero ob 

J* Xdx = bx — ~(a — xf 

erit E= aab + 2 a ah = Saab nostraque aequatio fit 

xdx 

Cvt ===: ~Tj ■ “ “ J ' 3a j 

y [3 aalxx — aa 3 b — 2 ccbx 3 + y axx(a — xyj 

cni valor x = a certe non convenit tanquam intégrale. Fit enim 

S = ce (a — x )( — aal — abx + 2bxx + ~ xxVia — x)), 

cuius factor eum non sit (a — x) 2 , sed tantum (a — x)\ intégrale parti culare 
x = a locum habere nequit. 


EXEMPLUM 2 

555. Proposita aequatione differentiali dy — i ua & evanescat posito 

x = a, invenire casus, quibus intégrale particulare est x = a. 

Cum fiat S — 0 posito x = a, concipere licet S = (a — xf II eritque de- 
nominator 

7>m m 

ŸS m =*(a — xÿ~ PŸ , 


unde patet aequationem x = a fore intégrale particulare aequationis propo- 
sitae, si fuerit -- numerus positivus unitate maior seu saltem unitati aequa- 
lis, hoc est, si sit vel à = vel l > £, quae diiudicatio, si 8 sit functio al- 
gebraica, facillime instituitur. Sin autem sit transcendens, ut exponens X in 

n. 

numeris exhiberi nequeat, uti licebit altéra régula; scilicet cum sit Y S m = Q, 

m — n 

erit — = > cuius valor debet esse finitus vel nullus posito x = a, 

siquidem intégrale sit x — a. Sit igitur quoque necesse est hoc casu quantitas 

o ni — n j an 

- — — finita. Quaeratur ergo huius formulae valor casu x = a, qui si prodeat 

dx n 0 

infinité magnus, aequatio x = a non erit intégrale, sin autem sit vel finitus 
vel nullus, erit ea certe intégrale particulare aequationis propositae. Hic duo 
constituendi sunt casus, prout fuerit vel m > n vel m < n. 
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I. Si m > n, quia posito x = a fit S m ~ n = 0, nisi eodem casu fiat ||=c\î, 
certe erit x — a intégrale. Sin autem fiat ~ = c>o, utrumque evenire potest, 
ut sit intégrale et ut non sit. Ad quod dignoscendum ponatur ^ = T, ut 
nostra formula evadat S m ~ n : T n , cuius tam numerâtor quam denominator 
evanescit posito x = a, ex quo eius valor reducitur ad 

(m — n)S m - n ~ x d8 —(m — n)S m - n - 1 dS n +* 

nT n ~ 1 dT ndxFddS ’ 

qui si sit vel finitus vel nullus , intégrale erit x = a. Simili modo ulterius 
progredi licet distinguendo casus 1 et m <n-\- 1. 

IL Si m<,n, formula nostra erit - ~ — -, cuius valor ut fiat finitus, 
dS s dx 

necesse est, ut sit ^ = 0, ac praeterea, quia numerâtor ac denominator posito 
x — a evanescit, formulae nostrae valor erit 

_ ndS n ~ 1 ddS _ ndS n ~*ddS 
(n — m)S n ~ m ~ 1 dSdx n (n — m)S n ~ m ~ 1 dx n ’ 

quem finitum esse oportet. 

Facillime autem iudicium absolvetur ponendo statim x = a + co; cum enim 
posito x = a fiat 8=0, hac substitutione quantitas S semper resolvi poterit 
in huiusmodi formam JPw a -f- Qoy -f- li or' etc., cuius tantum unus terminus 
Pa>“ infimam potestatem ipsius co complectens spectetur; ac si fuerit vel 
« = £- vel a > ~ , aequatio x — a certe erit intégrale particulare. 


S0H0LI0N 


556. Haec ultima metbodus est tutissima ac semper etiam in formulis 
transcendentibus optimo successu adhiberi potest. Scilicet proposita aequa- 
tione dy= IJ |- , in qua posito x = a fiat Q = 0 neque vero etiam numerâtor 
P evanescat, statuatur x = a + co et quantitas co spectetur ut infinité parva, 
ut omnes eius potestates prae infima evanescant, atque quantitas Q huius- 
modi formam JRco 1 accipiet, ex qua patebit, nisi exponens A unitate fuerit 
minor, aequationem x = a certe fore intégrale particulare aequationis pro- 
positae. Yeluti si habeamus 


dy = 


dx 
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cuius denominator evanescit sumto x = a ob cos. n = — 1, ponamus x = a — <o; 
erit cos. f = cos. (* - *£) - - 1 + ^ ob a, infinité parvum, hinc nostrae 
aequationis denominator fiet ==~, unde conclndimus intégrale particulare 
utique esse a? — a. Non autem foret intégrale buius aequationis 


dy 


dx 


t( l+cos.^) 


PEOBLEMA 71 

557. Proposita aequatione differentiali, in qua variabiles sunt a se invicem 
separatae, investigare eius integralia particularia. 

SOLUTIO 

Sit proposita haec aequatio Ç = in qua X sit functio ipsius x et 
Y ipsius y tantum. Ac primo ponatur X = 0 indeque quaerantur valores 
ipsius x, quorum quisque sit x = a, ita ut posito x = a fiat X = 0; tum 
examinetur valor formulae posito x — a, qui nisi fiat infinitus, aequationis 

propositae intégrale particulare certe erit x = a. Tel ponatur a; = ci + co 
spectando to ut quantitatem infinité parvum, ac si prodeat X — Io), ex- 
ponens A, nisi sit unitate minor, indicabit intégrale x = a, sin autem sit 
unitate minor, aequatio x — a pro integrali non erit habenda. 

Simili modo examinetur alterius partis denominator Y; qui si evanescat 
posito y = 6 hocque casu formula ~ non fiat infinita, aequatio y = l erit 
intégrale particulare; quod ergo etiam evenit, si posito y = 1 + w prodeat 
Y= Qa) x , ubi exponens A unitate non sit minor. 

COROLLARIÜM 1 

558. Nisi ergo membra aequationis separatae fuerint fractiones, quarum 
denominatores certis casibus evanescant, huiusmodi integralia particularia non 
dantur, nisi forte in tali aequatione Pdx = Qdy factores P et Q certis 
casibus fiant infiniti, qui autem casus ad praecedentem facile reducitur. 
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COROLLARIUM 2 

559. Yeluti si babeatur 


dx tang 


je x dy 

‘ 2 o b— y’ 


primo quidem intégrale particulare est y = b, tuin vero, quia posito x — a fit 
tang. |^ = oo, prius membrum ita exhibeatur dx : cot. ~ , cuius denominator 
posito x = a — w fît cot. (y — = tang. ~ ^ , ubi cum exponens ipsius 

w unitate non sit minor, aequatio x = a erit quoque intégrale particulare. 


COROLLARIUM 3 

560. Hinc ergo interdum pro eadem aequatione duo plurave integralia 
particularia assignari possunt. Yeluti pro bac aequatione 

mdx ndy 

a — x b — y 

integralia particularia sunt a — x = 0 et b — y = 0, quae etiam ex integrab 
completo ( a — x) m = G (b — yf consequuntur, illud sumendo (7=0, boc vero 
sumendo G = oo. 


COROLLARIUM 4 

561. Simili modo buius aequationis 

madx nbdy 

a a — xx bb — y y 

quatuor dantur integralia particularia a x = 0, a — x = 0, b y — 0, 
b — y = 0. Intégrale completum vero est 


m 

¥ 


seu (î±î)’_ 0 (|±»y 

a — x 2 2 b — y \a — x/ \b — yJ 


vel 


(a + x) m (b — y) n = C(a — x) m (b + y) n , 

unde ilia sponte fluunt. 
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COROLLARIUM 5 
562. Hinc patet, si fuerit 

, Fdx 

^ (a^-a:) a (6 + a:)' s (c + ^K) , ' , 

integralia particularia fore a - x = 0, b - {- æ = 0, c -{- % = 0, si modo ex- 
ponentes a, (3, y non fuerint unitate minores. Quare si Q sit functio ra- 
tionalis ipsius x, proposita aequatione dy = omnes factores ipsius Q 
nihilo aequales positi praebent integralia particularia. 


SCHOLION 1 


563. Hoc etiam pro factoribus imaginariis valet, etiamsi inde parum 
lucri nanciscamur. Si enim proposita sit aequatio 

7 adx 

a aa + xx 

ex denominatore aa + xx oriuntur integralia particularia 

x = a Y — 1 et x = — aY— 1, 

quaé ex integrali completo, quod est y = C + Ang. tang. ^ , minus sequi vi- 
dentur. Yerum posito x=aY — 1 notandum est esse Ang. tang. V— 1 = c\s Y — 1, 
unde si constanti C similis forma signo contrario affecta tribuatur, altéra 
quantitas y manet indeterminata, etiamsi ponatur x — aY — 1, quae positio 
propterea pro integrali particulari est habenda. Est enim in genere 


Ang. tang. uY — 1 = 


! 


duY~ 1 
1 — uu 


Y — 1 y 1 -f -U 
2 l T-u 


unde posito m = + 1 vel u = — 1 prodit es:]/— 1 , quod infinitum in causa 
est, ut integralia assignata locum habeant. 

Quocirca in genere affirmare licet, si fuerit dy = denominatorque 
Q factorem habeat (a -f xf, cuius exponens X unitate non sit minor, semper 
aequationem a + x = Q fore intégrale particulare. Sin autem X sit unitate 
minor, etsi positivus, non erit a -f- x = 0 intégrale particulare, etiamsi posito 
x — — a aequationi differentiali satisfaciat. 
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SCÏÏOLION 2 

564. Insigne hoc est paradoxon a nemine adhuc 1 ), qnantnm mihi quidem 
constat, observatum, quod aequationi differentiali eiusmodi yalor satisfacere 
qneat, qui tamen eius non sit intégrale; atque adeo vix patet, quomodo haec 
curu solita integralium idea conciliari possint. Quoties enim proposita aequa- 
tione differentiali eiusmodi relationem variabilium exhibere licet, quae ibi 
substituta satisfaciat seu aequationem identicam producat, yix cuiquam in 
mentem venit dubitare, an ilia relatio pro integrali saltem particulari sit 
habenda, cum tamen bine pro clive sit in errorem delabi. Yeluti etiamsi huic 
aequationi 

dy Y(aa — xx — y y) = xdx + ydy 

satisfaciat baec aequatio finita xx -f y y = aa, tamen enormem errorem com- 
mitteremus, si eam pro integrali particulari babere vellemus, propterea quod 
ea in integrali completo y = C—V(aa — xx — yy) neutiquam continetur. 
Quamobrem etsi omne intégrale aequationi differentiali satisfacere debet, tamen 
non vicissim concludere licet omnem aequationem finitam, quae satisfaciat, 
eius esse intégrale; verum praeterea requiritur, ut ea certa quadam proprie- 
tate sit praedita, cuiusmodi bic exposuimus et qua demum effleitur, ut in 
integrali completo contineatur. Hoc autem minime adversatur verae inte- 
gralium notioni, quam hic stabilivimus, neque buiusmodi dubium unquam in 
integralia per certas régulas inventa cadere potest, sed tantum in eiusmodi 
integralibus, quae divinando quasi sumus assecuti, locum habet. Saepe- 
numero autem, quando integratio non succedit, divinationi plurimum tribui 
solet; tum igitur maxime cavendum est, ne relationem quampiam satisfacientem 
temere pro integrali particulari proferamus. Quod cum iam in aequationibus 
separatis simus assecuti, quomodo in omnibus aequationibus differentialibus 
huiusmodi errores vitari oporteat, sedulo investigemus. 


l) Révéra iam Bkook Taylor (1685 — 1731) hoc observavit in libro Methodus incrementorum 
directa et inversa, Londini 1715, p. 26, et A. C. Clairaut (1713—1765) aequationes buius generis 
consideravit in Commentatione Solution de plusieurs problèmes, où il s’agit de trouver des courbes 
dont la propriété consiste dans une certaine relation entre leurs branches, exprimée par une équation 
donnée , Mém. de l’acad. d. se. de Paris 1734 (1736), p. 196, imprimis p. 209. F. E. 
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PROBLEMA 72 


565. Si quaepiam relatio inter binas variàbiles satisfaciat aequationi diffe- 
rentiali, definire, utrum ea sit intégrale particulare necne. 


SOLTJTIO 


Sit Pdx — Qdy aequatio differentialis proposita, ubi P et Q sint func- 
tiones quaecunque ipsarum x et y, cui satisfaciat relatio quaepiam inter x 
et y, ex qua fiat y — X, functioni scilicet cuidam ipsius x, ita ut, si loco y 
ubique scribatur X, révéra prodeat Pdx = Qdy seu || = ^ . Quaeritur ergo, 
utrum Mc valor y = X pro integrali aequationis propositae haberi possit 
necne. 


ubi 


Ad hoc diiudicandum ponatur y = X -f- co fietque ^ -j- ^ , 
notetur, si esset co = 0, fore = Quare ob c o expressio ^ hac substitu- 


tione reducetur ad dx una cum quantitate ita per co affecta, ut evanescat 
posito co — 0. In hoc negotio sufficit co ut particulam infinité parvam spec- 
tasse, cuius ergo potestates altiores prae infima negligere liceat. Ponamus 
igitur Mnc fieri 

P dX . „ , 

q-7, -+ Sw 


habebiturque = Soo x seu = Sdx. Ex superioribus iam perspicuum est 
tum demum fore y — X intégrale particulare seu co = 0, cum exponens A 
fuerit unitati aequalis vel maior; similis enim hic est ratio ac supra, qua 
requiritur, ut intégrale J~‘ S dx fiat infinitum casu proposito, quo 

co — 0; hoc autem non evenit, nisi A sit unitati aequalis vel > 1 . 

Quodsi ergo aequationi Pdx = Qdy seu ~ ~ satisfaciat valor y = X, 

statuatur y = X + co spectata particula co infinité parva et investigetur 
hinc forma 


P 

Q 


dX 

dx 


+ SV, 


ex qua, nisi sit A < 1, concludetur ilium valorem y — X esse intégrale parti- 
culare aequationis propositae. 
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SCHOLION 

566. Cum œ tractetur ut quantitas infinité parva, valor ipsius -q posito 
y = X + co per differentiationem commodissime inveniri posse videtnr. Cum 
enim ^ sit functio ipsarum x et y, statuamus d. 1 - — Mdx -f- Ndy, et quia 
posito y = X fractio ^ abit in ~ per bypotbesin, si loco y scribatur X+co, 
ea in ^ + Nco transibit, unde ob exponentem ipsius co unitatem sequeretur 
aequationem y = X semper esse intégrale particulare, quod tamen secus eve- 
nire potest. Ex quo patet differentiationem loco substitutionis adhiberi non 
posse; quod quo clarius ostendatur, ponamus esse ^ = V(y — unde 
posito y=X-\-w manifesto oritur ^ ^ Vco. At differentiatione utentes 

ponendo d.~ — Mdx + Ndy fiet N = — ■■ 1 — ■ hincque ~ ^ + Xco, 

quae expressio ab ilia discrepat. Ilia scilicet aequationem y = X ex inte- 
gralium numéro removet, haec vero admittere videtur. Yerum et Mc notan- 
dum est quantitatem N ipsam potestatem ipsius co négative involvere, unde 
potestas co deprimatur. Quare ne banc rationem spectare opus sit, semper 
praestat vera substitutione uti differentiatione seposita. Hoc observato haud 
difficile erit omnes valores, qui aequationi cuipiam differentiali satisfaciunt, 
diiudicare, utrum sint vera integralia necne. 


EXEMPLUM 1 


567. Cum Mic aequationi dx(l — y m ) n = dy(l — x m ) n manifesto satisfaciat 
y = x, utrum sit eius intégrale particulare necne, définir e. 

Ponatur y = x + co et spectato co ut quantitate minima est 


et 


y,a _ x m _|_ mx m w 

(1 _ y™y = (1 — x m — mx m ~ 1 œ) n = (1 — x m ) n — mnx m ~ 1 co( 1 — cd n ) n ~ 1 , 


unde aequatio ~ = 7 ; — abit in 
dx [l-ar J 


1 + 


dca 

dx 


1 — x n 


seu 


do 


co 


mnx m ~ 1 dx 
l — x m ’’ 


ubi cum co babeat dimensionem integram, aequatio y = x certe est intégrale 
particulare aequationis differentialis propositae. 
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EXEMPLÏÏM 2 

568. Cum huic aequationi ady — adx = dxV(yy — %%) satisfaciat valor 
y = x, investigare, utrum is sit eius intégrale particulare necne. 

Ponatur y — x + co et sumta co quantitate infinité parva, cuxn sit 
V (y y — xx) — Ÿ2xœ, erit adco = dxV2xco sen = dxV2x. Quoniam igitur 
Mc da> dividitnr per potestatem ipsius co, cuius exponens est nnitate min or, 
sequitur valorem y = x non esse intégrale particulare aequationis propositae, 
etiamsi ei satisfaciat. Scilicet si eius intégrale completum exMbere liceret, 
pateret, quomodocunque constans arbitraria per integrationem ingressa defini- 
retur, in ea aequationem y — x non contentum iri. 

SCHOLION 

569. Hinc nova ratio intelligitur, cur diiudicatio integralis ab exponente 
ipsius co pendeat. Cum enim in exemplo proposito facto y = x + co prodeat 

!~- = dxV 2x, erit integrando 2aVco = C -\- ^xV^x. Yerum per bypotbesin 

co est quantitas infinité parva, hinc autem, utcunque definiatur constans C, 
quantitas co obtinet valorem finitum, qui adeo quantumvis magnus evadere 
potest; quod cum hypothesi adversetur, necessario sequitur aequationem y = x 
intégrale esse non posse hocque semper evenire debere, quoties cl oj prodit 
divisum per potestatem ipsius co, cuius exponens unitate est minor. Contra 

/7 

vero patet, si facta substitutione exposita prodeat ~ = Bdx, ut posito 
fBdx = S fiat lœ^lC+lS seu co = CS, sumta constante C evanescente 
utique ipsam quantitatem co evanescere; quod idem evenit, si prodeat 
= Rdx existente X > 1. Erit enim 1 - — , - , = C — S seu (X — 1W -1 = — 1 — , 

co' 1 (1—1) oo' 1 - 1 v J c — s 

unde sumto C= cv> quantitas co révéra fit evanescens, ut hypothesis exigit. 

Caeterum aequatio huius exempli posito x=pp — qq et y = pp-\- qq ab 
irrationalitate liberatur fitque 

Aaqdq = Apq(pdp — qdq ) sive adq =ppdp —pqdq, 

quae nullo modo tractari posse videtur; neque ergo eius intégrale completum 
exhiberi potest. Cui aequationi cum non amplius satisfacit x = y seu q = 0, 
hinc quoque concludendum est valorem y == x non esse intégrale particulare. 
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EXEMPLUM 3 

570. Cum Tfiuic aequationi aady — aadx = dx(yy — xx) satisfaciat valor 
y — x, investigare, utrum is sit eius intégrale particulare necne. 

Ponatur y = x + t» spectata co ut quantitate infinité parva et ob 
yy — xx = 2xco aequatio nostra banc induet formam aadœ = 2xwdx seu 
= 2xdx. Quia igitur hic dcn dividitur per potestatem primam ipsius 
co, aequatio y = x utique erit intégrale particulare aequationis propositae 
atque adeo etiam in integrali completo continetur. Hoc enim invenitur po- 
nendo y = x — quo fit 

= dx I ) seu du dx. 

uu \uu u J aa 

XX 

Multiplicetur per e aa et intégrale prodit 

XX XX XX i XX V 

e aa u = C -\-J‘e aa dx hincque y = x — aae aa ‘.\C J'e aa dx) . 

Quodsi ergo constans G capiatur infinita, fit y = x. 


SCH0LI0N 


571. Si in hac aequatione ut supra ponatur x = pp — qq et y =pp + qq, 
oritur aadq = 2ppq{pdp — qdq), cui satisfacit q = 0, unde casus y — x 
nascitur. At facta hac transformatione difficulter patet, quomodo eius inté- 
grale inveniri oporteat. Si quidem superiorem reductionem perpendamus, 
intelligemus hanc aequationem integrabilem reddi , si multiplicetur per 
e (pp-a)---aa . ^,3. q U0( j cum p er se h auc { facile pateat, consultum erit hac substi- 
tutione uti pp — qq = rr, qua fit pp = qq -f rr et pdp — qdq = rdr, unde 
aequatio abit in 


aadq = 2qrdr(qq + rr) seu 


aadq 

2q 3 


= rdr 


+ 


r 3 dr 

qq ’ 


quae posito = s facile integratur. 

Quoties ergo licet eiusmodi relationem inter variabiles colligere, quae 
aequationi differentiali satisfaciat, hoc modo iudicari poterit, utrum ea relatio 

Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 
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pro integrali particulari sit habenda necne. Pro inventione autem huius- 
modi integralium particularium regulae vix tradi possunt; quae enim haben- 
tur regulae aeque ad integralia compléta invenienda patent. Ita quae supra 
circa aequationes separatas observavimus, ob id ipsum, quod sunt separatae, 
via simul ad intégrale completum est patefacta. Simili modo si altéra me- 
thodus per factores succédât, plerumque ex ipsis factoribus, quibus aequatio 
integrabilis redditur, integralia particularia concludi possunt; quemadmodum 
in sequentibus propositionibus declarabimus. 


THEOREMA 

572. Si aequatio differentialis Pdx + Qdy = 0 per functionem M multipli- 
cata reddatur integrabilis, intégrale particulare erit M = 0, nisi eodem casu P 
vel Q abeat in infinitum. 

v 

DEMONSTRÀTIO 

Ponamus u esse factorem ipsius M et ostendendum est aequationem 
u = 0 esse intégrale particulare aequationis propositae. Cum u aequetur 
certae functioni ipsarum x et y, definiatur inde altéra variabilis y, ut aequa- 
tio prodeat inter binas variabiles x et u, quae sit Bdx-\- Sdu = 0, unde po- 
sito multiplicatore M = Nu integrabilis erit haec forma 

NBudx + NSudu = 0. 

Quodsi iam neque B neque S per u dividatur, quo casu posito u = 0 neque 
P neque Q abit in infinitum, intégrale utique per u erit divisibile. Nam 
sive id colligatur ex termino NBudx spectata u ut constante sive ex ter- 
mino NSudu spectata x constante, intégrale prodit factorem u implicans, si 
quidem in integratione constans omittatur. Unde concludimus intégrale com- 
pletum huiusmodi formam esse habiturum Vu = G. Quare si haec constans 
G nihilo aequalis capiatur, intégrale particulare erit u — 0, iis scilicet casibus 
exceptis, quibus functiones B et S iam ipsae per u essent divisae ideoque ' 

ratiocinium nostrum vim suam amitteret. His ergo casibus exclusis, quoties 
aequatio Pdx + Qdy = 0 per functionem M multiplicata fit per se integra- 
bilis eaque funetio M factorem habeat u, intégrale particulare erit u = 0, 
quod similiter de singulis factoribus functionis M valet. 
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SCHOLION 

573. Limitatio adiecta absolute est necessaria, cum ea neglecta univer- 
sum ratiocinium claudicet. Quod quo facilius intelligatur, consideremus hanc 
aequationem 

- -f- dy — dx = 0, 

quae per y — x multiplicata manifesto fit integrabilis; ponamus ergo hune mul- 
tiplicatorem y — x — u seu y — x + u, unde nostra aequatio erit -- -f- du = 0, 
quae per u multiplicata abit in adx -f- udu = 0; ubi cum pars adx non per 
u sit multiplicata, neutiquam concludere licet intégrale per u fore divisibile, 
quippe quod est <xx + ~uu. Hinc patet, si modo pars dx per u esset multi- 
plicata, etiamsi altéra pars du factore u careret, tamen intégrale per u divi- 
sibile fore, veluti evenit in udx -f- xdu, cuius intégrale xu utique factorem 
habet u. Ex quo intelligitur, si formula Pudx + Qdu fuerit per se integra- 
bilis, dummodo Q non dividatur per u vel per potestatem eius prima altio- 
rem, etiam intégrale omissa scilicet constante fore per u divisibile. 


THEOREMA 

574. Si aequatio differentialis Pdx -f- Qdy — 0 per functionem M divisa 
evadat per se integrabilis, intégrale particulare erit M = 0, nisi posito M= 0 
vel P vel Q evanescat. 


DEMON STR ATIO 

Habeat divisor M factorem u, ut sit M=Nu, et ostendi oportet inté- 
grale particulare futurum u = 0, id quod de singulis factoribus divisons M, 
siquidem plures habeat, est tenendum. Cum igitur u sit functio ipsarum x 
et y, defîniatur inde altéra y per x et u, ut prodeat huiusmodi aequatio 
Bdx + Sdu — 0, quae ergo per Nu divisa per se erit integrabilis. Quaeri 
igitur oportet intégrale formulae , ubi assumimus neque B neque 

S per u multiplicari neque hoc modo factorem u ex denominatore tolli. 
Quodsi iam hoc intégrale ex solo membro colligatur spectando u ut 

constantem, prodit id + f- w, sin autem ex altero membro ^ 

sumta x constante colligatur, quia S non factorem habet u, id semper ita 

46 * 
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1 

erit comparatum, ut posito w — 0 fiat infinitum. Ex quo intégrale, quod sit 
F, ita erit comparatum, ut fiat = cns posito u = 0; quare cum intégrale 
completum futurum sit V — C, huic aequationi sumta constante C infinita 
satisfit ponendo u = 0. Concludimus itaque, si divisor M=Nu reddat 
aequationem differentialem Pdx -f- Qcly — 0 per se integrabilem, ex quolibet 
divisons M factore u obtineri intégrale particulare u = 0, nisi forte posito 
u — 0 quantitates P et Q vel B et S evanescant. 

COKOLLAEIUM 1 

575. Si aequatio Pdx-\- Qdy = 0 fuerit homogenea, ea, ut supra vidimus, 
integrabilis redditur, si dividatur per Px + Qy, quare intégrale eius particu- 
lare erit Px 4- Qy — 0. Quae aequatio cum etiam sit bomogenea, factores 
babebit formae ax-\-(3y, quorum quisque nihilo aequatus dabit intégrale par- 
ticulare. 


COKOLLAEIUM 2 

576. Pro hac aequatione 

ydx(c -f- nx) — dy(y a -\-bx nxx ) = 0 

divisorem, quo integrabilis redditur, supra (§ 488) exhibuimus, unde intégrale 
particulare concluditur y = 0, tum vero 

nyy -f- (2 na — bc)y + n(b — 2 c)xy + (na + cc — bc)(a + bx + nxx) = 0, 

cuius radices sunt 

ny = ~bc — na + n(c — i ( c + nx)^/ (ç^bb — naj • 
COKOLLAEIUM 3 

577. Pro hac aequatione differentiali 

nàx (l + yy) 1/(1 + yy) + ^ _ y) dy _ 0 
y(i + xx) 

divisorem, quo integrabilis redditur, supra (§ 489) dedimus, unde intégrale 
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particulare concludimus x — y + » V(1 + xx)(l -f- y y) = O seu 


yy — 2xy + xx = nn -f nnxx -f nnyy -f nnxxyy, 
ex quo porro fit 

a:±«( 1 + ææ)]/(l — nn) 

y 1— nn(l-{-xx) 

COKOLLARIUM 4 

578. Pro bac aequatione differentiali 

dy + yydx — — 0 

multiplicatorem supra (§491) invenimus xx ^^^ y ÿ-_: - a , unde intégrale particulare 
concludimus xx(l — xyf — a = 0 hincque 

*(1 —xy) = ±Va seu 2/ = {±^> 


ita ut bina habeamus integralia particularia, quae autem imaginaria evadunt, 
si a fuerit quantitas negativa. 


SCHOLION 

579. Haec fere sunt, quae circa tractationem aequationum differentia- 
lium adhuc sunt explorata, nonnulla tamen subsidia evolutio aequationum 
differentialium secundi gradus infra suppeditabit. Hue autem commode 
referri possunt, quae circa comparationem certarum formularum transcenden- 
tium haud ita pridem sunt investigata. Quemadmodum enim logarithmi et 
arcus circulares, etsi sunt quantitates transcendentes, inter se comparari 
atque adeo aeque ac quantitates algebraicae in calculo tractari possunt, ita 
similem comparationem inter certas quantitates transcendentes altioris generis 
instituere licet, quae scilicet continentur in formula bac 


/ 


dx 


Y (A + Bx + Cx 2 + Dx* + Ex *) ’ 


ubi etiam numerator rationalis veluti + + ©te. addi potest. Quod 

argumentum cum sit maxime arduum atque adeo vires Analyseos superare 
videatur, nisi certa ratione expediatur, in Analysin inde baud spernenda in- 
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crementa redundant; imprimis autem resolutio aequationum differentialium 
non xnediocriter perfici videtur. Cum enim proposita fuerit huiusmodi 
aequatio 

dx dy _____ 

y (A + Bx + Gx 1 + Dæ s + Ærc 4 ) ~ ÿ(A + By+ Cy- + Dtf + JE y*) ’ 

statim quidem patet eius intégrale particulare x = y, verum intégrale com- 
pletum maxime transcendens fore videtur, cum utraque formula per se neque 
ad logarithmos neque ad arcus circulares reduci queat. Quare eo magis 
erit mirandum, quod intégrale completum per aequationem adeo algebraicam 
inter $ et y exhiberi possit. Quo autem methodus ad haec sublimia ducens 
clarius perspiciatur, eam primo ad quantitates transcendentes notas bac 
formula 

r dx 
J Y(A+ Bx+ Cxx) 

contentas applicemus, deinceps eius usum in formulis illis magis complexis 
ostensuri. 



CAPUT Y 

DE COMPARATIONE QUANTITATÜM TRANSCENDENTIÜM 
IN FORMA CONTENT ARUM ‘) 

PROBLEMA 73 

580. Proposita inter x et y hac aequatione algébraica 

a + 2/3 (a; + y) + y(xx + yy) + 2dxy = 0 
invenire formulas intégrales formae praescriptae, quae inter se comparari queant. 

SOLUTIO 

Differentietur aequatio proposita et ex eius differentiali 

2 {3dx + 2 (3dy + 2 yxdx + 2yydy + 2âxdy + 2 âydx = 0 
colligetur haec aequatio 

dx{(i + yx + ây) + dy(fi + y y + âx) = 0. 

Statuatur 

/3 + yx + ây =p et /3 + yy + dx = q 

l) Vide L. Euleri Commentationem 263 (indieis Enestroemiani) : Specimen novae methodi 
curvarum quadraturas et rectificationes aliasque quantitates transcendentes inter se comparandi, 
Novi comment, acad. sc. Petrop. 7 (1758/9), 1761, p. 83; Leoneardz Euleri Opéra omnia, 
sériés I, vol. 20, p. 108. Vide porro Commentationem 818 (indieis Enestroemiahi) : De comparatione 
arcuum curvanm irrecUficalilium, Opéra postnma 1, Petropoli 1862, p. 452 • Leoneardi Euleri 
Opéra omnia , sériés I, vol. 21, p. 296. E. E. 
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atque ex priori erit 

PP— PP + 2 pyx + 2 pây + yyxx + 2yâxy + âdyy, 
a qua subtrahatur aequatio proposita per y multiplicata 

0 = ay -f- 2 Pyx -j- 2 y{3y -f- yyxx + yyyy + 2 yâxy 

fietque 

PP — PP — • a y 2 p(â — y)y + (pâ — yy)yy, 

similique modo reperietur 

9.0. ~ PP — a y + 2 P(â — y)x + {à 8 — yy)xx, 

unde erit pdx -f- ç[dy = 0. Cum iam sit p functio ipsius y et (j similis functio 
ipsius x, ponatur 


Pp — ay = A, P(â — y) = B et ââ — yy=C, 


unde colligitur 
hincque 

prima vero dat 


s — 

2 Bp 


et y = 


PpC-BB . 
2 Bp ’ 


„_PP-A_ 2Bp(pp-A) 

Y PPC-BB ' 

Quibus yaloribus pro a, y, â assumtis aequatio — -f- ^ = 0 abit in hanc 

2 P 


dx 


Y(A-\-2Bx-\- Cccx) Y (A + 2By -f- Cyÿ) 

cui ergo aequationi differentiali satisfacit aequatio 


dy 


2Bp(pp-A) 

ppc- 


~m l + 2 P( X + y) + — ^ B f B (xx + y y) 4 - „ 0 . 

quae cum contineat constantem novam p, erit adeo intégrale completum 
aequationis differentialis inventae. 


= 0, 


428-424] t>Ë CO&PARATIÔÎÎE QÜAÎÎTITATUM 


Pdx 


2Bx + G x ®) 


36Ô 


Neque yero opus est, ut formulae illae ipsis litteris A, B, C aequentur, 
sed sufficit, ut ipsis siut proportionales, unde fit 


Ergo 


PP~ay A , ô+y_C 
P (â — y) B p B 


PC ... ^ „_PP PA, 


ô^-y et a ^-^(ô-y) seu a-'f- yBB , * 


ppAG . 2 p A 

+ 


Quare aequationis differentialis 

dx 


+ 


dy 


= 0 


Y (A A 2Bx + Cxx) Y(A + 2By + Cyy) 

intégrale completum est 

pp(B B — AC) + 2pyAB + 2pyBB(x + y) + yyBB(xx + y y) 
+ 2 yB(pC — yB)xy = 0, 

ubi ratio — constantem arbitrariam exhibet. 

7 

COROLLARIUM 1 

581. Ex aequatione proposita radicem extrahendo fit 

— p — d# + Y (P P + 2pSx + âô xx — «y — 2/3ya; — yyææ) 

y = y 

seu loco a et â substitutis valoribus 
P pC — yB 




yB 


-x 


+V u ^m^( A + ^ x + Cxx )- 


COROLLARIUM 2 


582. Si ergo x = 0, fit 


y 


P 


+v 


ppAC-2pyAB . 


y r yyBB ’ 

ponatur hic valor = a, ut sit 

yBa + PB =y(ppAC^ 2pyAB) y 

Leonhardi Euleri Opéra ornnia lu Institutiones calculi integralis 
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unde sumtis quadratis oritur 


hincque 


seu 


yyBBaa + 2(3yBBa + (3(3BB = (3(3 AC— 2(3yAB 

y — A' — Ba -j~ Y A(A -|- 2Ba -f~ Ccici) 

~p Baa 

p JB(A + Ba + VA(A + 2Ba + Caa )) 

J” AC-BB 


SCHOLION 1 

583. Ut aequatio assumta • 

a + 2(3(x + y) + y(xx + yy ) + 2âxy = 0 


satisfaciat aequationi differentiali 

dx I Ay 

Ÿ(A + 2Bx + Cxx) + Y{A + 2By+Cyy) 

necesse est, ut sit 


unde fit 
et 


ay — mA, (3(d — y) =mB et ââ — yy = mC, 
(3 + yy + §x=Vm(A 2 Bx + Cxx) 

(3 y%+ $y = V m (,A + 2By + Cyy). 


At ex datis A, B, C litterarum a, (3, y, d et m très tantum definiuntur; 
quare cum binae maneant indeterminatae, aequatio assumta, etiamsi per quem- 
vis coefficientium dividatur, unam tamen constantem continet novam, ex quo 
ea pro integrali completo erit habenda. Quare etsi aequatiouis differentialis 
ueutra pars integrationem algebraice admittit, tamen intégrale completum al- 
gebraice exhiberi potest. Loco constantis arbitrariae is valor ipsius y intro- 
duci potest, quem recipit posito x — 0; cum autem evenire possit, ut hic 
valor fiat imaginarius, conveniet istam constantem ita definiri, ut posito x = a 
fiat y = 5, quo pacto ad omnes casus applicatio fieri poterit. Hinc erit 


P — y b Y d ci t /A Y 2 B ci ~j~ C cia 
P Yy®Y db r AY2Bb Y Cbb’ 
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unde colligitur 


et 


seu 


(y a A Ôb)]/(A+2Ba + Cad ) — ( yÊ>-Ma)y(-A + 2JS& + Cbd) 
— ]/(A + 2 Ba + Cad) + Y (A + 2 Bb + Cbb) 


P- 

Vm(A + 2 B a + Cad) 


y 


m 


(ô — y)(p — d)~ÿ(A -f- 2 Ba "t* Cad) 
}/(A + 2 Bb + CW) - y (A + 2 Ba + Cad) 

(*-v)0 -«) 


y (A -j~ 2 Bb A C bb) — y ( A -f- 2Ba -(- Cad) 


Ponatur brevitatis gratia 


V(A -f- 2 Ba -f- Cücl) — Sï et y ÇA -f- 2j Bfe -f- Cbb) = 35, 

ut sit 

i/.,, (« S-y)(b-d) , g g(ya + a&) — 83(r& + ao) 

vm ~~ Wdd% p ~ SB — St 


et aequatio j3(â — y) = mB induet hanc formam 
%{ya + §1) _ ®ç r i + Sa) = 

unde fit 

+ y% 133 — y A — yB(a + b) — yCÇaa — ab + bb) 
+ d3{33 — âA - ÔB(a + b) — âCab 



Statuatur ergo 


y = w3t3 3 — — ».B(u + b) — nCab, 

â = nA -f- nB(a + b) + nCÇaa — ab + bb) — n% 33, 

,/ n (6 - a) (St 2 + SB 2 -2 St 33) « 

ym = -A 9r = «(6 — a) (33 — 31) , 


SB — St 

(3 = nB(b — a) 2 , ergo â — y 


m 


n(b — a) 2 ’ 


unde c um sit â y = n C(b — a) 2 , erit utique â â — yy = mC. Superest, ut 
fiat ay = (3(3 — mA, hoc est 

ay = nnBBÇb — af — nnA(b — a) 2 (33 — SI) 2 
seu 

ay = nn(b - a) 2 (BB(b — a) 2 — ^(33 — 3I) 2 ). 

47 * 
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Yel r. nm posito x — a fiat y — b, ©rît quoque 

a = — 2/3 (a -f- b) — y(aa + bb ) — 2 âab 

hincque 

a = n(a - Vf {A - B(a + b) — Gab - ït»), 

unde aequatio nostra assumta est 

(b — af(A - B (a + &) — Cab — *8) 

+ 2 B (b — a) 2 (æ + y) — (J. + B (a + b) + Cab — W8)(xx + y y) 
+ 2 (A + Æ(a + b) A- C(aa — ah + &&) — .«8)æy = 0. 


SCHOLION 2 

584. Si ponatur /3 = 0, ut aequatio sit 

a + + yy) + 2 âxy = 0, 

erit . 

— + Y(— eiy + — yy)ææ) 

y ~ y 

Posito ergo — ay = mA et ââ — y y — mC, ut sit y y -{- âx = VmfA -f- Cxx), 
erit 

dx , dy = q 

Y(A + Cxx) V(A + Cyy) 

cuius aequationis intégrale completuru erit ipsa aequatio assumta, pro qua 
habebitur j- = yy seu â = Y (y y — Sin autem posito æ=0 fieri debeat 

y — b, ob yb = ŸmA erit y = — ; tum a = — b VmA et â = Y{jfîy “b m G^j • 
Habebitur ergo haec aequatio 

yj/mA. + £] _ y m ( A + 0xx) ' 

quae praebet 

-\/A-\-Cbb . 7 1 /A ~p Cxx 

y — x y^ r ^ + i y —^ — 

quae est intégrale completum aequationis illius differentialis. Quare si x 
capiatur négative, huius aequationis differentialis 

dx dy^ 

y (A + Cxx) Ÿ(A + Cyy) 
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intégrale completum est 


-i /A+Cbb . /A+Gxx 

(-■f-r+iy-r; 


Quodsi simili modo calculus in genere tractetur, aequationis dififerentialis 

dx I dy = q 

Ÿ(A + 2Bx + Cxx) Ÿ(A + 2By + Cyy) 

si brevitatis gratia ponatur V(A + 2Bb -f Cbb) = 93, erit intégrale completnm 

< VA+ vih) +a •(»+ Yti) " ÿi^ +i iV(A - +: 2J)X + CM) ’ 

unde casus praecedens manifeste» sequitur, si ponatur JB = 0. Yerum ope levis 
substitntionis hae formulae, nbi adest B, ad ilium casum, ubi B = 0, reduci 
possunt. 


PEOBLEMA 74 

585. Si JJ : z significet eam functionem ipsius z, quae oritur ex integratione 
formulae j integrali hoc ita sumto, ut evanescat posito z = 0, compara- 

tionem inter huiusmodi functiones instituere. 


SOLUTIO 


Consideretur baec aequatio dififerentialis 

dx dy 

Y(A + Cxx) V{A + Cyy)’ 


unde, cum sit per hypothesin 

r dx 

J }/ (A + Cxx) 


= IJ:x et 


/ 


dy 


y '(A + Gy y) 


H- y 


utroque integrali ita sumto, ut evanescat illud posito x = 0, hoc vero posito 
y = 0, intégrale completum erit 

77:y = i7:æ+ C. 
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Ante antem vidimus hoc intégrale esse 

1 /A "p Cbb « t T /A-\~Cxx 

y = *V-^r- + l V— a — 

ubi posito x = 0 fit y — b; quare, cum 77: 0 = 0, erit 

77 i y = 17 1 x 77 ! 6, 

cui ergo aequationi transcendentali satisfacit baec algebraica 

"i /A A Cbb , ii /AaCxx 

»- x V—7— + l V—Â 

Simili modo sumto b negativo baec aequatio 

U: y = IT:x — JJ:b. 

-i /A + Cbb 7-1 /A + Cxx 

y- x v—i — h v—Â— 


convenit cum bac 


sicque tam summa quam differentia duarum buiusmodi functionum per similem 
functionem exprimi potest. Hic iam nullo babito discrimine inter quantitates 
variabiles et constantes, dum 77 : z functionem determinatam ipsius z signi- 
ficat, scilicet 

tt r dz 

n. z — /— — , 

C Y(A+ Czz) 

quae, ut assumsimus, eyanescat posito z = 0, ut boc signandi modo recepto sit 

77 : r = 77 : p + 77 : q, 

r = p yi±M +s yé+cpp. 


debet esse 


ut vero sit 
debet esse 


A ' * V a 
IT: r = II:p — II: q, 


-P 


V 


A + Cqq 


Y 


A + Cpp 


a * y a 

utrinque autem sublata irrationalitate prodit inter p, q, r haec aequatio 
p 4, H~ çt + r * — %PPII — 2pprr — 2 qqrr = 

J*. 


9 


pdx 
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y(A + %Bx + Gxx) 
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cuius forma hanc suppeditat proprietatem, ut, si p, q, r sint latera cuiusdam 
trianguli eique circumscribatur circulus, cuius diameter yocetur == T, semper 
sit A + 4CTT=0. Ilia' autem aequatio ob plures quas complectitur radices 
satisfacit huic relationi 

1 T: p + Il : q + II: r = 0. 


COROLLARIUM 1 

586. Hinc statim deducitur nota arcuum circularium comparatio ponendo 
A = 1 et G = — 1. Tum enim fit 


hincque ut sit 
oportet esse 
et ut sit 
debet esse 
uti constat. 


/ dz » 

— = Ang. sm. », 

]/( i—»g) 

Ang. sin. r = Ang. sin.jp + Ang. sin. q , 

r = jp ]/(l — qq) + gV( 1 — PP)> 
Ang. sin. r = Ang. sin.jp — Ang. sin. q , 


r =p Y(1 — qq) — qV( 1 — PP), 


COROLLARIUM 2 
587. Si sit A = 1 et (7=1, erit 

n:»= f—*L—-l(e + V(l + »»)); 

unde ut sit 

l(r + l/(l •+■ rr)) = l(p -f- l/(l + PP)) + + V(l+ qq)), 

erit 

r = jp i/(i + g g) + qV (i +jpi>); 

ut autem sit 

z (r -f- V(i + rr 'j) = ^ (p + l/(i + üp)) — ^ (g + i/(i + gg)) ? 
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erit 

r = 4 ? V(1 + qq) — q V(1 + pp), 
uti ex indole logarithmorum sponte liquet. 

COROLLÀEIUM 3 

588. Si ponamus in priori formula generali q=p, ut sit 

77: r = 2IT:p, 


erit 

r-^y A+ ^ f . 

Hinc porro, 

si fiat q = 2p ]/— } erit 77: r — JI:p -\-2II:p — BJJ:p 

sumto 

r = î >y A+ j Jqq + q y A+ ° pp . 

Est vero 

yA+Cn _y( 1+ < Ojp (! + Cppÿ _ j + «a* 

unde, ut sit 

TI\r = BIT'.p, 

fît 

r.p(l+ 20 f) + i p(l+ °f)-a t + l0 f. 


SCHOLION 

589. Quo haec multiplicatio facilius continuari queat, praeter relationem 

aequationi 

JJ : r — JT : p + 77: q 

respondentem, 

quae est 


r - p yA±om + 1 y 


notetur aequatio 
cui respondet relatio 


P 


A + Cpp 
A 1 * V A ’ 

n\p = Tl\r — ü:q, 

r yA±a M _ î yA±Or_r t 
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unde fit 
1 /A + Crr r 

v a 


seu 


r y' A + Cgg P_ = P_. y(é + 0£t) ( A + Gqq ^ 

- ÿA + Crr = Çpg -j/^ A. + Cpp^ (A+Çqg^ _ 


ü. 

2 


Quare ut sit 
habemus non solum 

sed etiam 


77 : r = 77 : + 77: q , 


r = p ]/(l + 2 y (l + ^-pp), 


erit 


Vi 1 + A rr ) = IL^ + V( 1 + ^)( 1 + 5 22 )- 

Ponamus brevitatis gratia V(l + j PP) — P et sumto q=p, ut sit 

77: r = 277 

r = 2Pj) et |/(l -j- rr) = + PP, 

qui valor ipsius r pro q sumtus dabit 

77: r = Bü:p 

existente 

»■ — -^P 3 + BPPp et ]/(l + -^rr) = ^Ppp + P 3 . 

Hic valor ipsius r denuo pro q sumtus dabit 

77: r = 477 : p 

existente 

y == Pp* + 4P 3 t» et ]/ (l + - j rr) = + ^-PPpp + P 4 . 

Loco ÿ substituatur hic valor ipsius r, ut prodeat 

77: r = 577: p 

existente 

OQ 5 . 10 C y-* 'J-) 3 l e T)4 4- ~\ / ( -\ \ ^ \ 5 (7 G -J-J A . 10 (7 yy» . 1-jK 

y = ^i) 5 + -^-PP/+5P 4 j) et y(l + ^rrj — -^P^ + ^P^ + P*. 


Leonhardi Euleri Opéra omnia lu Institutiones calculi integralis 
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Àtque hinc generatim concludere licet, ut sit 

n.r = nJJ'.p, 

esse debere 

'V2- - y ( p +* Vt)- 

Y( x + j rr ) - j ( p + * v x)’+ i( p -* y ^)" 

seu 

Haec igitur relatio inter p et r satisiaciet huic aequationi differentiali 

dr ndp 

Y (A + Grr) Ÿ(A + Cpp) ’ 

dum meminerimus esse P = V(l -j- • 


PROBLEMA 75 

590. Si ponatur J - — — — - = 77: z integrali ita sumto, ut evanescat posito 
z = f, unde U: z fit functio determinata ipsius z, comparationem inter Jiuiusmodi 
functiones instituere. 

SOLUTIO 

Consideretur baec aequatio differentialis 

dx , dy = Q 

Y(A + Cxx) Y (A + Cyy) 

unde integrando fit 

TI : x + n • y — Const. 

Intégrale autem sit quoque [§ 584] 

a + y(xx + yy)-y2âxy = 0, 
quod ut locum liabeat, necesse est sit 

— ay — Am et ââ — y y = Cm ; 
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tum vero erit 

yx dy ==Vm(A Cyy) et yy '+ àx = Vm(A + Gxx). 

Ponamus constantem integratione ingressam ita defmiri, ut posito x = a fiat 
y = b, et intégrale erit 

II:x-\- II: y = 77 : a -{- II: b. 

Pro forma autem algebraica invenienda sit brevitatis gratia 
V(A + Caa)=% et Y (A + C66) = 23 

ya + âb = 23 Vm et yb ~l~ âa = $tYm, 


eritque 

unde colligitur 


216-2 9a,/ , , m-ïïa 

ym et a = 


y bb — aa ' " bb — aa 

Quocirca aequatio integralis algebraica erit 


Y m. 


seu 


(21 b — 23a)æ -J- (236 — 2 la)y =.(66 — aa)Y(A + Cyy) 

(216 — 23 a)y + (236 — $ld)x = (66 — a a) Y (A + Cxx). 

Hinc y per x ita definitur, ut sit 

(Sla — 236)æ + (66 — aa)Y(A + Gxx ) 

y _ 216 -23a ’ 

quae fractio supra et infra per 2t6 + 23 a multiplicando ob 

212166 — 2323aa = J.(66 — aa) 
et 

(21a- 236)(216 + 23a) = (2121 - 2323)a6 - 2123(66— aa) =-(66-aa)(C , a6 + 2lS) 
abit in . * 

y — 

Hinc porro colligitur 

(bb - aa) y (A + Cyy)=(m-m)x-^A££ x + lm " ^V(A+ Cxx) 
seu 

-x -\- 

«11/ fiJLl ■ 

48 * 


(Ca6+2I23)a; , (^.b + ^a)Y{A + Cxx) 
A + ' A 


^ + oyy) = - VU + cxx), 
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■ubi iterum supra et infra multiplicando per 31& + fit 

V(A + Cyy) - - 2® + ®?), + + 0„). 

Necesse autem est valorem formnlae y(A-\-Cyy) hoc modo potius definiri 
quam extractione radicis, qua ambiguitas implicaretur. 

Quocirca haec aeqnatio transcendens 

II :r + J7: s = II :p + Jl'-q 

praebet sequentem determinationem algebraicam, si quidem brevitatis gratia 
ponamus 

V (A + Cpjp) = P, y (A + Cqq) = Q et y (A + Grr) = B; 
scilicet ut sit II: s = Il:p + II: q — II:r, erit 


et 


seu 


— PQr — CpqrA P Bq + QBp 
s _ - 

y (A + Css) - =o^=mi+^M±IM 
y (A + Css) - rQ*+<KBrt-*!iL = m. 


COEOLLARIUM 1 

591. Quoniam est per hypothesin i7:f=0, si ponamus brevitatis gratia 
y (A + Cff) = F et r = f, ut sit B = F, haec aequatio 


praebet 

et 


n.s = n:p + n.q 

F(Pq+ Qp) — P Qf—Cfp g 


y (a + css) - lM±girn^miî±M. 


COKOLLABIUM 2 

592. Si ponamus q = f et Q = F, ut sit 77: q = 0, haec aequatio 

JJ: s = JJ:p — JJ:r 
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praebet 

et 


F (Bp - Br) + fBB - Cfpr 


Y (A + Css) = 


FBB- CFpr + Gf(Bp-Pr) 

A 


COEOLLABIUM 3 

593. Si sit (7=0 et A = 1, erit II: z =fdz = z — f, quia intégrale ita 
capi debet, ut evanescat posito z = f. Tum ergo erit P=l, Q = 1 et 
B = 1, unde, ut sit II: s — Il :p JT: q — TL: r seu s —p + q — r, oportet 
esse s = — r + ÿ-fp et Vil -b Oss) = 1, uti per se constat. 


594. 

erit 

si fuerit 
et 


COEOLLARIUM 4 

Si sumatur .4 = 1 et C — — 1 flatque H: z = Arc. cos. z, ut sit f= 1, 
Arc. cos. s = Arc. cos. p + Arc. cos. q — Arc. cos. r , 
s = pqr — PQr + PBq + QBp 
Vil — SS ) = PQB + Pqr + Qpr — Bpq, 


unde sumto r = 1, ut sit B = 0 et Arc. cos. r = 0, erit 


s—pq — PQ et ]/( 1 — ss) = Pq + Qp. 
SCH0L10N 


595. Hinc notae regulae pro cosinibus deducuntur, quas fusius non pro- 
sequor. Yerum casus facillimus, quo A = 0 et (7=1 hincque fit 

II:z— = 

existente f=l, insigni difficultate premi videtur ob expressiones pro s et 
Y (A + Css ) = s in infinitum abeuntes. Cui incommodo ut occurratur, primo 
quidem numerus A ut infinité parvus spectetur eritque 

P-Y( fp + A)- r + ±, Q-ï+±, x-r+r r - 
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Quare ut fiat ls = lp Iq — Ir, reperitur 

As = - r (p+£^(i + ^- M r + i (p+fy(r + £)+ 1 ,( i +^(r + ~) 

ac singulis membris evolutis 

. Aqr Apr Aqr . Apq Apr . Apq 

AS = ~-2^~W + ~W j ~^ r + ~W i '~2F 

seu s=y, uti natura logaritbmorum exigit. 

Caeterum ex formulis inventis baud difficulter multiplicatio huiusmodi 
functionum transcendentium colligitur; veluti ut sit II: y — nJJ : x, relatio 
inter x eh y algebraice assignari poterit. 


PROBLEMA 76 

596. Si ponatur II : z — smn ^° ^ oc integrali ita , ut evanescat 

posito s — 0, comparationem inter huiusmodi functiones transcendentes investigare. 


unde fit 


SOLUTIO 

Statuatur inter binas variabiles x et y ista relatio 
a + y(xæ + y y) + 2 âxy = 0, 


y = 


— dx + Y(— ccy ( ôô — yy)xx) 


Ponatur — ay = Am et ââ — yy = Cm, ut sit 

yy + àx = Ym(A + Cxx) et yx + dy = Vm(A + Cyy). 
At illam aequationem differentiando fit 

dx{yx + dy) -f- dy(yy + âx) = 0 
dx . dy 


seu 


y(A + Cxx) + y(A + Cyy) 


= 0. 
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Iam statuatur 


ut sit integrando 


dx(L + Mxx) dy(L + M yy) = y 

Y {A £ Cxx) T J/ (A + Cyy) 


II :x -fi II: y — Const. -fi VVm. 

Cum igitur sit — — — — - = — — ~ — , erit 
y (A + Cyy) Ÿ (A -f- Cxx) 

y (A + Cxx) 

hincque ob y = V*<A + 0»*)-»» erit 

xx — yy = ~(yyxx — mA — mCxx — ââxx -fi 2âxYm(A -fi Cxx )). 

At y y — ââ = — mC, ergo 

dVVm Mdx(2dxYm(A + Cxx) — mA — 2mCxx) 

yyY(A + Cxx) 

cuius intégrale commode capi potest, dum fit 

VVm = — — -fi Cxx ) , 

yy y y ^ * 

quae formula ob ym(A-\- Cxx) = y y -fi âx abit in. 


y-ÿ m àMxx — yMxy — SMxx 

Quocirca babebimus 


yy 


Y m — — Mxy 
V 


n : x -fi Il : y = Const. — -~ y - Vm 

existente yy -fi âx — Y m(A -fi Cxx) et yx -fi ây = Ym(A -fi- Cyy) ac praeterea 
— ay — Am et ââ — y y — Cm. 

Ad constantem defini endam sumamus posito x — 0 fieri y = b, ut sit 
n : ® + n : y = R :b — Vm. 
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Tum yero est yb — VmA et db — YirnA- \-mCbb), ergo 

_]/mA t $ _ V(m A + mC bb) . 

y & b 

Hinc ergo concludimus, si fuerit 

y Y A %V (A -f- Gbb) — bV (A -J - G xx) 

et, quod eodem redit, 

* Va + y 4 Gbb) = bV(A 4 c yy ), 


fore 


n:x + n: y =n:b — 


Mbxy 

~VÂ 


dénotante II eiusmodi functionem quantitatis suffixae, ut sit 

A Y ÇA -f- G z z) 


integrali hoc ita sumto, ut evanescat posito z = 0. 

Natura harum functionum stabilita ac sublato discrimine inter quantitates 
constantes ac variabiles erit 


si fuerit 
et 

unde fit 


et 


ü:r = i7:i? + i7: î + J ^, 

VA 

q Va 4 - p V(A 4 Grr) = rV(A + Cpp) 

p VA 4 qVÇA 4 Grr) = rV(A 4 Gqq), 

„ _ pV(AA Çqq) + g V(A + Cpp ) 

VA 

y ÇA 4 Grr) = + PJ Û. 


COROLLA.RIUM 1 


597. Sumto s negativo est II : — s = — Il : s, unde capiendo quantitates 
p et q négative fiet 


ü:p ü:q-\- II:r = 


Mjpqr 

W 
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si fuerit 

p VA + ÿV(A 4 Crr ) 4 rV(A + Cqq) = 0 

seu 

q VA 4 J )V(A + Crr) 4- rV(A 4- Cpp) = 0 

seu 

rV A ~j~ pV(A 4- Cqq) + qV(A 4- Cpp) = 0 

vel 

Cpq — VA (A 4- Crr) 4 -V(A + Cpp)(A 4- Cqq) = O, 

ex qua formater haec relatio 

Cpqr +pV(A 4- Cqq) (A 4- Crr) 4- $V(A 4- Cpp) (A 4 Crr) 

•4 rV(A 4- Cpp) (A 4- Cqq) = 0. 

COROLLARIUM 2 

598. Hac ergo methodo très huiusmodi functiones II: z exhiberi possunt, 
quarum summam algebraice exprimere licet; quod autem de summa osten- 
dimus, valet quoque de summa binarum demta tertia. 

COROLLARIUM 3 

599. Si ponamus L = A et M = C, functio proposita 

i7;*= / dzV{A + Czz) 

exprimit arcum curvae, cuius abscissae z convertit applicata V(A 4- Czz), et 
summa trium buiusmodi arcuum ita algebraice dabitur 

n.p + 17: q + II: r = 

y a 

si inter p, q, r superior relatio statuatur. 

SCHOLION 

600. Haec proprietas inde est nata, quod differentiale d V integrationem 
admisit. Cum nempe esset 

d rVm = — d - x ^ x ~ y y'l , 

Y (A 4 Cxx) 

Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 
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ob y tn ÇA. Cxx) — y y “b dx ©rit 

MAxjxx-yy) 

® ' yy + Sx ’ 

cuius intégrale commode ex aequatione assumta a + y(xx + y y) + 2âxy = 0 
definiri pot©st. P onatur enim 

xx-^-yy — M et xy = u, 

& -J- ytt -J" 2âu — 0 

et differentialibus sumendis 

xdx + ydy = tdt, xdy + ydx^du et ytdt + ddu = 0; 

ex binis prioribus colligitur 

(xx — yy)dx = xtdt — y du 


et ob tdt = — erit 


(xx — yy)dx- 


-(âx + yy)> 


ita nt sit 


dx (xx — y y) du 

^ÿy-^Sx y 


, r Mu Mxy • 

bincque dV = -^, unde manifeste seqmtur F=- y = ~ ~r > utl m 
solutione operosius ernimns. Yerum hac operatione commode uti Ixcebit m 
sequente problemate, ubi formulas magis complexas sumus contemplatun. 


PROBLEMA 77 


601. Si ponatur 


" _ _ f dg(L + M* + Ni*+0*) 

n ' z J y (j. Csz) 

integrali hoc ita sumto, ut evanescat posito * = 0, comparationem inter huiusmodi 
functiones transcendentes invesUyarc. 

SOLUTIO 

Posita ut ante inter variabiles x et y bac relatione 
a + r (xx + yy) + 2âxy = 0 


446-447] DE COMPARATIONE QUANTITATUM /“- — 

*J_ V{A + ÎBx + Cxx) 

sit — ay — Am et ââ — y y = Cm fietque 

yy + âx = Vm(A + Gxx) et yx + Sy = Ym(A + Cyy) 
sumtisque differentialibus 

| &V ' Q 
ŸiA + Cxxy Y(A+ Cyy) 

Iam statuatur 

dx(L+Mxx+Nx i + Ox°) dy(L + Myy + N'y 4 * + Oy e ) Jyri/ 

V(A + Cxx) + V(A + Cyy) 

ut sit 

ü\x + II: y = Coust. + VVm. 

At ob — - dy - — - = — ista aequatio abit in 

J /(A + Cyy) V(A+Gxx) H 


dx( M(xx — yy) + N(x 4 - y 4 ) + 0(x 6 — y 6 )) , ™/ 

V(A+Cxx) dVVm 

et ob Y m (A -f- Gxx) — yy + Sx in banc 

dx {x x — y y){M + N(xx + yy) + 0 ( 3 ;* + xxyy^ + y 4 )) ^ y 

yy + dx 

Sit nunc xx + y y = tt et x y = u, ut babeatur 

a ytt 2âu = 0 et ytdt -f- ddu — 0 seu tdt = — 


atque ob xdx-\-ydy = tdt et xdy + ydx — du bine colligimus 
(ææ — yy)dx = — y du = — -y {y y + dæ) 


ideoque 

unde habebimus 


dx(xx — yy) 
YV + dx 


du 
— 9 

Y 


At est 


dV= — y (MA- N(xx + 2/2/) + 0(æ 4 + 35^2/2/ + /)) 


xx + yy = tt 


■2du 


et + ocxyy + y i = ^ — mm. 


387 
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Notetur autem esse ~ g~> unde concludimus 


y 

, dF= 

sicque prodit integrando 


Mdu , Nt s dt . Ot s dt , Ouudu 
1 5 r * i" 


S 


rr Mu i Nfl jl 9Ê. M 2^. 

V== + Ad ^ By 


Quodsi iam ponamus fieri y =*= b , si x 0 , erit 


tum vero 


et 


— et a = — bVmA, 

yŸÂ + xV(A+ GU) = bV(A + Gxx), 
xY A + y Y (A + GU) = b Y(A + Gy y) 

bYA = xY(A + Gyy) + yY(A+ Gxx). 


Hinc, cum sit 

_ Mbxy jHxx + yy) 2 , O&foa + S/y) 3 + 91 X YÉ , 

V ~ y m A + éYm(A + Cbb) 6} /m(A + Cbb) 3 l/m A 

nostra relatio, cui satisfaciunt praecedentes determinationes, inter functiones ' 
transcendentes erit 


n-.x + n-.y — n:b 

Obx^y* 
T 


Mbxy . Nb(xx + y y) 3 . Objx x + j/j/) 3 

yi + Iÿ(ï+ OÏÜ) ’ i ~ 61/(1+ Cbb) 


Nb* 


01 ’S 


%YA 4 ]/(J. +’<?&&) 61/(1 + Cbb) ’ 

ubi notandum est esse in rationalibus 

— b Y a + ^ xx + yy) Y A _j_ 2a; yV(^-+ Ç}}) = o 


seu 


Hinc colligitnr 


77 2«ÿl/(AL + Cbb) 
xx + yy = bb £ 


et 


(« + »)■ - s* — + *îîssij±m . 


(xx + yyf-b*- 


6b i xyY(A+ Cbb) 12 \ bbxxyy(A±Cbb) 

y/A + -à aÿa 
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Pâx 


ZBx A-Cxx) 


389 


ita ut nostra aequatio sit 

n:x + n-.y-n-.h-^-^ + ^MY(A +oit) 

y jà. y jAl jL 

+ 20l ^ xyy Y(A + Gbb) — °~ ÿj ( 3A + ± Ghh )- 


OV'xy 

~Jj7 


COROLLARIUM 1 

602. Si ponamus b = r, x = — p, y — — q, erit nostra aequatio 

77: p + 77 : q 4- 77 : r — (M + Nrr + Or 4 ) — Y ( A rtlfr Ù (]$ r _)_ 2 Or 3 ) 

Y A A 


existente 
unde fit 


PP ~h qq = rr — ^~Y(A + Crr), 

YÇA + Crr) rr —pp — qq 

Y A 2pq 


COROLLARIUM 2 

603. Substituto hoc valore pro sequens obtinebitur aequatio, 

in quam ternae quantitates p, q, r aequaliter ingrediuntur, 

77: p + 77: 2 + 77: r = (j PP + qq + rr) 

_|_ PÆÊË- (p A _[_ <£ _|_ y 4 _{_ ppqq -)- pprr + qqrr) , 

3YA 

cui satisfaciunt formulae supra (§ 602) datae vel haec rationalis 


iCppqgrr 

ÂT 


= p 4 - f- q 4 + r 4 — 2 ppqq — 2 pprr — 2 qqrr. 


COROLLARIUM 3 

604. Si numeratori formulae integralis adhuc adiecissemus terminum P/, 
izij gssgIj 

= fdz (7 + MjY + Ng4, + gf! + p ^ 8 ) 

J ]/(J. + Gzz) 
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ad aequationem modo inventam adhuc accessisset terminus 

p lll(y+ q 6 + r 6 + ^ï‘ + J)F 4 + |) 4 îî +P* rr + <£ rr + 2Î** + jPM$rr). 
4 y A ° 


SGHOLION 

605. Istae relationes quoque ex snperioribus reductionibus 1 ) derivari pos- 
sunt; cum enim inde sit n: s = quantitate algëbraica, si hic 

pro z successive quantitates p, q, r substituamus ita a se invicem pendentes, 
ut ante declaravimus, erit 

r dp , Ç__ dq _ , r à AL = 0, 

J y (A + G PP) J V(A + Cqq) J V(A+ Crr) 

unde coucludimus 

n.p + n: q + n: r = f\p + f: q + f: r 

dénotante f functionem quan dam algebraicam quantitatis suffixae ; atque 
summa harum trinm fnnctionum rediret ad expressionem ante inventam, si 
modo relationis inter p, q, r datae ratio habeatur, scilicet inde littera G eli- 
minari deberet. Haec autem reductio ingentem laborem requireret. Hic 
vero imprimis methodum, qna hic sum nsus, spectari convenit, quae cum sit 
prorsns singularis, ad magis arduam deducere videtur. Certe comparatio 
functionum transcendentium, quam in capite seqnente sum traditurus, vix 
alia methodo investigari posse videtur, unde huius methodi utilitas in sequenti 
capite potissimum cernetur. 


l) -Vide formulant § 111 evolutam et praeterea § 113, p. 64 et 65. 


P. E. 


CAPUT VI 


DE COMPARATIONE QUANTITATDM TRANSCENDENTIUM 
EN EOEMA f Vl . , „ n 

J Y (A + 2Bz + Czz + 2D/+ J57-S l) * * 4 ) 


CONTENT AEüM ‘) 


PEOBLBMA 78 

606. Proposita relatione inter x et y Jiac 

a + y (eux + y y) + 2âxy + Çxxyy = 0 

inde elicere functiones transcendentes formae praescriptae, quas inter se comparare 
liceat. 


SOLUTIO 

Ex proposita aequatione definiatur utraque variabilis 

— Sx + y'(- ay + (S d — y y — — yjjÆ 4 ) 

y ~ y + txx 

et 

_ — ^ÿ + V(— «y + y y — c;D?/y— r^y 4 ) 

■■ r + êyy 


l) Yide L. Euleri Commentationem 261 (indicis Enestroemiani): Specimen alterum methodi 
novae quantitates transcendentes inter se comparandi , Novi comment, acad. sc. Petrop. 7 (1758/9), 

1761, p. 3; Leonhardi Euleri Opéra omnia , sériés I, vol. 20, p. 153; Commentationem 818: 
I)e comparatione arcuum curvarum irrectificabilium , Opéra postuma 1, Petropoli 1862, p. 452; 
Leonhardi Euleri Opéra omnia , sériés I, .vol. 21, p. 296; Commentationem 347: Evolutio 
generaiior formularum comparationi curvarum inservientium , Novi comment, acad. sc. Petrop. 12 

(1766/7), 1768, p. 42; Leonhardi Euleri Opéra omnia , sériés I, vol. 20, p. 318. Yide etiam 

Co mm entationes 582 et 676, Leonhardi Euleri Opéra omnia , sériés I, vol. 21, p. 57 et 207. P. E.. 
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quae radicalia ad formam praescriptam revocentur ponendo 

— ay — Am, SS — yy — aÇ— Cm et — y^=Em, 

unde fit 

a = Ç = et â â — Cm + y y H 

Erit ergo 

yy -{- Sx - f- 'Çxxy = Vm(A + Cxx -f Ex 4 ), 
yx + Sy-]- Çxyy = Vm (A + Cyy + Ey 4 ). 

Ipsa autem aequatio proposita, si differentietur, dat 

dx (yx + S y -f ’Çxyy) + dy (y y + Sx + Çxxy) — 0, 
ubi illi valores substituti praebent 

^ [ ^ = Q 

Y (A + Cxx + Ex 4 ) y (A + Cyy + Ey 4 ) 

Vicissim ergo proposita hac aequatione differentiali ei satisfaciet baec 
aequatio finita 

— Am + y y (xx + y y) + 2 xyy(y 4 + Cmyy + AEmm ) — Emxxyy = 0 
seu ponendo ^ baec 

— J. + + 2/2/) + 2 xyy(kk -{- kC-j- AE) — Exxyy = 0, 

quae cum involyat constantem k in aequatione differentiali non contentam, 
simul erit intégrale completuxn. 

Hinc autem fit 

ky + xy(kk 4 -kC-\- AE) — Exxy = yk(A 4- Cxx + Ex 4 ) 
et 

kx -{-yy (kk 4" k C 4” AE ) — Exyy = yk(A 4" Cyy -(- Ey 4 ) . 
COBOLLARIUM 1 

607. Constans k ita assumi potest, ut posito x = 0 fiat y = b; oritur 
autem 

bk = yAk et by(kk + kC+ AE) = yk(A + Cbb 4- Eb% 



Pdz 
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V(A + îBz + Czz + iX>z‘ + Ez l ) 


ergo 

l = ~ et V(klt + lC + AE) = ~VA(A+ Cbb + Eb*) 
ideoque babebimus 

Ay + xVA(A + Cbb + Eb 4 ) — Ebbxxy = IVA{A + Cxx + Ex 4 ) 
et 

Ax + y VA (A + Cbb + Eh 4 ) — Ebbxyy — bV A(A + Cyy + Ey 4 ). 

COROLLARIUM 2 

608. Haec igitur relatio finita inter x et y erit intégrale completum 
aequationis differentialis 


, dy_ o 

y (A + Cxx -f Ex 1 ) y (A + Cyy + Ey 4 ) 

quod rationaliter inter x et y expressum erit 

A(xx A- y y — bb) -f- 2 xyVA(A + Cbb + Eb 4 ) — Ebbxxy y = 0. 


COROLLARIUM 3 

609. Hinc ergo y ita per x exprimetur, ut sit 

6 y A (A + Cxx + Ex 4 ) - x y A (A + Cl b + Eb 4 ) 
V ~ A-Eblxx 

atque ex boc valore elicitur 


V 


A + Cyy + Ey 4 


(A + Ebbxx) V(A + CbbAEb i ‘)(A + CxxAEx i ) — '2AEbxQ)b A xx) — Cbx(AAEbbxx) ■ 

( A — Ebbxxy 


COROLLARIUM 4 

610. Hinc constantem b pro lubitu deternxinando infinita integralia 
particularia exhiberi possunt, quorum praecipua sunt: 
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1) sumendo b = 0, unde fit y — — x; 

2) sumendo 1 = oo, unde fit . y = -^4=,) 

J Xy Mj 

3) si A + Cbb + Eb l = 0 hincque II = — unde fit 

' 2 Mi 

_ bYA(A + Cxx + Ex l ) 
y A — Ebbxx 


SCHOLION 

611. Hic iam usus istius methodi, qua retrogrediendo ab aequatione 
finita ad aequationem differentialem pervenimus, luculenter perspicitur. Cum 

pinim inteerratio formulae — — nullo modo neque per logarithmos 

& Y {A + Gxx + Ex 1 ) 

neque arcus circulares perfici posset, mirum sane est talem aequationem 
differentialem adeo algebraice integrari posse; quae quidem in praecedente 
capite ope eiusdem methodi sunt tradita, etiam methodo ordinaria erui 
possunt, dum singulae formulae differentiales vel per logarithmos vel arcus 
circulares exprimuntur, quorum deinceps comparatio ad aequationem al- 
gebraicam reducitur. Yerum quia hic talis integratio plane non locum invenit, 
milia, certe alia methodus patet, qua idem intégrale, quod hic exhibuimus, 
investigari posset. Quare hoc àrgumentum diligentius evolvamus. 


PEOBLEMÀ 79 

612. Si 17: z denotet eiusmodi functionem ipsius z, ut sit 

jj. „ r *» 

J Y(A + Czz + EA) 

integrali ita sumto, ut evanescat posito # — 0, comparationem inter Jmiusmodi func- 
tiones investigare. 

SOLUTIO 

Posita inter binas variabiles x et y relatione supra definita vidimus fore 

dx , dy 


]/(J.+ Cxx + Ex 1 ) Y(A -f- Cyy + Ey*) 

Hinc, cum posito x — 0 fiat y = b, elicitur integrando 

1 l\x + II:y = n\b. 


0 . 


Pdz 
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DE COMPARATIONE QUANTITATUM 


A 


V(A + 2Bz + Czz + 2Dz 3 J-Ez ii ) 


Cum iam nullum amplius discrimen inter variabiles x, y et constantem 5 
intercédât, statuamus x=p, y = q et 5 = — r, ut sit 77:5 = — 77 : r, atopie 
haec relatio inter functiones transcendentes 

ü:p II: q II: r = 0 

per sequentes formulas algebraicas exprimetur 

(A — Epprr)q-\-pV A(A -f- Crr -Y Er 4 ) + rVA(A -f- Cpp + Epf) — 0 
seu 

(A — Eppqq)r qY A(A-\- Cpp-\- Ep 4 ) -) -pŸA(A-\- Cqq-\- Eq 4 ) = 0 
seu 

(A — Eqqrr)p -j-rYA(A-\- Cqq-{- Eq 4 ) qV A(A Crr 4 - Er 4 ) =0, 

quae oriuntur ex hac aequatione 

A(pp + qq — rr) — Eppqqrr -f- 2pqVA(A + Crr-j- Er 4 ) = 0. 

Haec vero ad rationalitatem perducta fit 

AA(p 4 + q 4 r 4, — 2ppqq — 2 pprr — 2 qqrr) — 2 AEppqqrr[pp + qq + rr) 

— 4 A Cpp qqrr + EEp 4 q 4 r 4 = 0, 

quae autem ob pluralitatem radicum satisfacit omnibus signorum variationi- 
bus in superiori aequatione transcendente. 


CÔEÔLLÀEIUM 1 
613. Sumamus r négative, ut fiat 


77: r = 77: p + 77: q, 

eritque 

r _ PV A (A + Cqg-\-E<f)- s rq~ŸA(A + Cpp + E p 4 ) 

A-Eppqq 

unde colligitur fore 

j/A + Crr -f Er 4 

_ (A+Eppqq) y(A + Cpp+Ep 4 )(A+Cqq + Eq 4 )+2AEpq(pp + qq)+ Cpq{A+Eppqq) 

' {.A—EppnY 


50 * 
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COBOLLÀRIUM 2 

614. Quodsi ergo ponamus q—p, ut sit 

77: r — 277: p, 


erit 

atque 


r — 


2pÿA(A + Gpp + Ep l ) 


A-Ep i 

y A ACrr + Er* _ AA + 2ACpp + 6 AEp 1 + 2 CEp* + EEf 


A ~ ( A-Ep*f 

Hoc igitur modo functio assignari potest aequalis duplo similis fanctionis. 


615. Si ponatur 


et 


COROLLÂRIUM 3 


2 p y A (A Hh Gpp + Ep l ) 
A-Ep* 


VA(A + c M + Ef) - éAA±lAM 2 °-M + , 


ut sit II: q = 2/7 :p, fiet ex primo corollario 

77: r — ZTI:p. 


Tum igitur erit 


r — 


p (3 AA + 4 A Gpp + 6 AEp 4, — EEp s ) 
AA- & AEp 4 — 4 CEp 6 — 3 EEp s ' 


SCHOLION 1 

616. Mmis operosum est hanc functionum multiplicationem ulterius 
continuare multoque minus legem in earum progressions deprehendere licet. 
Quodsi ponamus brevitatis gratia 

ŸA(A + Cpp + Ef) = AP et A — Ep^A^, 

ut sit 

Cpp = APP—A — Ep i et Ep i = A{ 1 — $), 

hae multiplicationes usque ad quadruplum ita se habebunt; scilicet si 
statuamus 

77: r = 2II:p, 77: s = 377: p et II:t = m:p, 


/ » Pdz 


397 


reperietur 

2 Pp „ p(4PP-TO ± 4j)P^(2PP(2-^S )-$$) 

r — sp » S_ spsp-4PP(1-^)’ Sp 4 -16P 4 (l-^) 

Quodsi simili modo ponamus 


erit 


VA(A 4- Crr + PJr 4 ) = AB et A — Pr 4 = J.3Î, 

2PP(2-^)-^ . r-16P 4 (l-^) 

- tt snsp et ji çp 4 


unde pro quadruplicatione fit 

2Pr m 2PP(2-SR)-SRSR «y. SR 4 -16 P 4 (l -SR) 

t ~~W’ 1 ~~ SRSR ’ ^ m 4 * 


Quare si pro octuplicatione statuamus H: z = 877 :p, erit 

2 Tt 4rP$R(2PP(2-SR)-SR9î) 
*— X ~ SR 4 — 16P 4 (l — SR) 


Hinc inte llig itur, quomodo in continua duplicatione versari oporteat, 
neque tamen legem progressionis observare licet. Caeterum cognitio huius 
legis ad incrementum Analyseos maxime esset optanda, ut inde generatim 
relatio inter z et p pro aequalitate EL: z — nll\p definiri posset, quemad- 
modum hoc in capite praecedente successit; laine enim eximias proprietates 
circa integralia formae C~t~ï — 7ï~~ — cognoscere liceret, quibus scientia 
analytica haud' mediocriter promoveretur. 


SCHOLION 2 

617. Modus maxime idoneus in legem progressionis inquirendi videtur, 
si ternos terminos se ordine excipientes contemplemur hoc modo 

JT:æ = (w — l)n:p, U:y = nll:p, JT:* — (« + l)II:p', 
ubi cum sit 

n:x=n:y — n.p et n:s = n:y + ri:p, 

erit 

yl/A(A+ Opp + Pp 4 )— pl/A(A + (P/ÿ + Pj/ 4 ) 
x ~ A — Eppyy 

yY A (A + Cpp + Pj> 4 ) + P VA ( A + Gyy + Pt/ 4 ) ^ 
s== A — Eppyy 



398 LIBRI PRIORIS PARS PRIMA SECTIO SECUNDA CAPUT YI § 617-618 [459-460 


unde concludimus 

(A — Eppyy)(x + z) = 2yVA(A + Cpp + j Bp 4 ). 

Ponamus ut ante VA(A -f Cpp + Ep 4 ) = AP et A — Ep 4 = ^4^, et quia 
singulae quantitates x, y, z factoreru p simpliciter involvunt, sit 

x=pX, y=p¥ et z=pZ ; 

erit 

(i — (i - sp)rr)(x + z) — 2pr seu 

cuius formulae ope ex biuis terminis coutiguis X et Y sequens Z baud 

difficulter invenitur. Quod quo facilius appareat, ponatur 2 P= Q et 1 — 2S = D, 
O Y r 

ut sit Z = ^ yy — ^ am progressio quaesita ita se babebit 


1) 1, 


Q q\ QQ ^ $»<p(i+D)-2<Ni» 

J g?’ J %%-QQù’ V 

^ ^ 6 -3<g<3r+<2^?(i + 2d)-<2 6 D£i 
; ^ 6 -3Ç(?^Q+^5p^£l(2+ri)-<3 6 £t CTC> 


Quaestio ergo bue redit, ut investigetur progressio ex data relatione inter 
ternos term in es successivos X, Y, Z, quae sit Z = — existerite 

termino primo .= 1 et secundo = - j Q • 


PROBLEMA 80 


618. Si II: z eiusmodi denotet functionem ipsius z, ut sit 


n 


rds(L -b Ms s + Nu 4 ) 

** P (-<4 -b Gz z -b Ez 4 ) 


integrali ita sumto, ut evanescat posito z — 0, comparationem inter huiusmodi 
functiones transcendentes investigare. 


SOLUTIO 

Stabilita inter binas variabiles x et y hac relatione, ut sit 
Ay + 25# — Ellxxy = bVA(A + Cxx -f Ex 4 ) 


399 
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DE COMPARATIOlsTE QUANTITATÜM 


A 


Pdz 


Y{A J r%B zYC z z + 2 Dz 3 -\-Ez*) 


seu 

Ax + SBÿ — Ebbxyy = b V A(A -f- Cyy + Ey 4 ) 
sive sublata irrationalitate 

A(xx + yy — bb) + 293^2/ — Ebbxxyy = 0 

existante brevitatis gratia 93 = Y A{A + Cbb Y Eb 4 ), erit, uti ante vidimus, 

dx . dy = q 

Y(A + Cxx + Ex 4 ) V(A+ Gyy+ Ey 1 ') 

Ponamus igitur 

dx (L + Mxx + EjA) dÿ(I> + Myy+_NY) = ^ y Y A 
Y(A + Cxx + Ex 4 ) Y (A + Cyy + Ey r ) 

ut sit nostro signandi more 

II: x Y JT: y — Const. + bVŸA, 


ubi constans ita definiri debet, ut posito x = 0 fiat y — b. 

Quaestio ergo ad inventionem functionis V revocatur; quem in finem 
loco dy valore ex priori aequatione substituto erit 


verum quia 


bd vY a 

YiA + Cxx + Ex*) 


b Y A(A Y Cxx + Ex 4 ) = Ay + 23æ — Ebbxxy, 


habebimus 


n y dx{xx — yy)(M + N{xx + yy) ) _ 

Ay + \ bx — Ebbxxy 

Sumamus iam aequationem rationalem 

A(xx Y VU — &&) + 2 93^2/ — Ebbxxyy — 0 
et ponamus xx Y yy — ^ et xy = u, ut sit 


ideoque 


A(tt — bb) Y 223m — Ebbuu = 0 
Atdt = — 93cZm + Ebbudu. 
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Cum porro sit xdx fi- ydy — tdt et xdy -fi- ydx — du, erit 

(xx — yy)dx = xtdt — ydu 
A (xx — y y) dx — — du (Ay fi- 25# — Ebbxxy ) , 


seu 

ita ut sit 


dx(xx—yy) 


ex quo deducitur 


Ay fi- 33 x — Ebbxxy 


d u 

~Â 


du 


dV — — Ntt), 


i i ,, x,! 283m . Eiluu •, 

et ob tt = bb j— fi -j — - ent 


dV= — ^(AM+ANbb — 2% Nu -fi- ENbbuu), 
unde integraudo elicitur 


Mu _ Nbbu %Nuu _ ENWu? 
A A ' AA 3 AA 


Mbxy _ NVxy + ÏÏNbxY __ ENb s x s y 3 


Hoc ergo valore substituto ob u = xy habebimus 
n \ x n : y = JJ \ b 

Cum autem sit 

^xy = \Abb — ^-A(xx-{-yy) + ~Ebbxxyy > 


A]/ A 3 A]/ A 


erit 


n-.x + n-.y-n-.h- _ IlïjL (A(bt + xx + yy) _}_ Ebhxxyy), 


cui ergo aequationi satisfit per formulas algebraicas supra exhibitas, quibus 
relatio inter x, y et b exprimitur. Quodsi ergo statuatur haec aequatio 

n-.p + n-.q + n-.r- ESSL + IM L. (j(pp + qq + rr)-\ -Eppqqrr), 
ea efficitur sequenti relatione inter p, q, r constituta 


(A — Eppqq)r + pVA(A + Cqq fi- E<f) -f qV A(A + Cpp -fi- Ep 4 ) = 0 
seu 

(A — Epprr)q -j-pVA(A fi- Crr -|- Er 4 ) fi- rV A(A fi- Cpp fi- Ep 4 ') = 0 
seu 

(A — Eqqrr)p -fi- qŸA(A -j- Crr -fi- Er 4 ) fi- r Y A ( A fi- Cqq fi- Eq 4 ) = 0 
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± J Ÿ{A + SBx + Ot, + tD,> + E*<) 

siye per simplicem irrationalitatem 

A(pp + qq — rr) + 2 \pqY A(A + Crr -f- J Er 4 ) — ■ Eppqqrr = 0 
seu 

A(pp + rr — qq ) + 2pr/A(A + Cqq-j- j Eq 4 ) — Eppqqrr = 0 
seu 

A(qq + rr —pp) -1- 2 qrVA(A + Cpp + Ep 4 ) — Eppqqrr = 0 

penitusque irrationalitate sublata 

EEp 4 q 4 r 4 — 2AEppqqrr(pp + qq + rr) — àACppqqrr 
AA(p 4 + q 4 + r 4 — 2ppqq — 2 pprr — 2 qqrr) = 0. 

COROLLÂRIUM 1 

619. Sit q = r = s, ut habeamus banc aequationem 

n:p + 2/7: s = + 2ss ) — jEpps 4 ), 

cui satisfacit baec relatio 

(A — _Es> + 2sVA(A + Css + ^s 4 ) = 0. 


COROLLARIUM 2 


620. Sumamus s négative et loco p substituamus ibi bunc valorem, ut 
babeamus 

2/7: s + 77: q + Tl.r + ^ ■ (-4(pp H” 2ss )~y E PP S ") 

= + 22 + rr ) — 3 Eppqqrr) 

2s]/A(A + Css + Es*) 


existente 


P = 


A -Es* 


unde fit [§ 615] 


, 77 , 4 \ A(A + Gss + Es*y + A( 4 :AE-CC)s* 
VA(A + Cpp + Ep 4 ) = -- ’ 

qui valores in superioribus formulis substitui debent. 

Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calcul! integralis 
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C0E0LLAEIUM 3 

621. Hoc modo effici poterit, ut partes algebraicae evanescant atque 
functiones transcendentes solae inter se comparentur. Yeluti si esset N =0, 
statui oporteret ss = qr, ut fieret 


2IT:s -{■ ü:q -{-TT:r = 0. 

At posito ss = qr fit 

%Y Aqr(A + Cqr + Eqqrr) 

* A — Eqqrr 

Est vero etiam 

— qY A(A-\- Grr + EA) — r]/ A (A + Gqq + Eq 1 ) 

^ A — Eqqrr ’ 

quibus valoribus aequatis oritur haec aequatio 


(AA + EEq i r i )(qq — 6 qr + rr) — 8 Cqqrr(A + Eqqrr ) 
— 2 AEqqrr(qq -J- 10 qr-j-rr) = 0. 


SCH0LI0N 


622.’' Si TI: z exprimât arcum cuiuspiam lineae curvae respondentem ab- 
scissae vel cordae z, bine plures arcus eiusdem curvae inter se comparare 
licet, ut vel differentia binorum arcuum fiat algebraica vel arcus exbibean- 
tur datam rationem inter se tenentes. Hoc modo eiusmodi insignes curva- 
rum proprietates eruuntur, quarum ratio aliunde vix perspici queat. Com- 
paratio quidem arcuum circularium ex elementis nota per caput praecedens, 
ut vidimus, facile expeditur, unde etiam comparatio arcuum parabolicorum 
derivatur. Ex boc autem capite comparatio arcuum ellipticorum et byper- 
bolicorum simili modo institui potest; cum enim in genere arcus sectionis 
conicae tali formula exprimatur 


baec transformata in istam 



a + bxx 
c-\- exx 


J 




dx(a + bxx) 


Y(ac-\- ( ae-{bc)xx + bex 4 ) 


per praecepta tradita tractari potest ponendo A — ac, C=ae-\-bc, E=be 
et L = a, M=b atque N= 0. Haec autem investigatio ad formulas, qua- 
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rum denominator est V(A -f- 2J3z -f Gzz +- 2Dz 3 + Es 4 ), extendi potest simi- 
lisque est praecedenti, quam idcirco hic su ni expositurus, unde simul patebit 
hune esse ultimum terminum, quousque progredi liceat. Formulae enim 
intégrales magis complicatae, uhi post signum radicale altiores potestates 
ipsius z occurrunt vel ipsum signum radicale altiorem dignitatem involvit, 
hoc modo non videntur inter se comparari posse paucissimis casihus exceptis, 
qui per quampiam substitutionem ad huiusmodi formam reduci queant. 


PROBLEMA 81 

623. Si JJ: z eiusmodi functionem ipsius z denotet, ut sit 

n -‘=A 


dz 


A ( A + 2Bz + Czz + 2D# S + JE A') 
huiusmodi functiones inter se comparare. 


SOLUTIO 

Inter binas variabiles x et y statuatur relatio bac aequatione jexpressa 

a + J t-y(%x J t-yy) J r 2dxy-\-2exy(x-\~y) J rÇ%%yy = 0 ; 

unde cum fiat 

— 2 y(Ji + d_x_ -\-£Xx) — a — 2^x — 'yxx 

y y 7 + 2 ex + %xx ’ 

erit radice extracta 


— /3 — Sx-- exx_+ (K + 2/îa; +7a;a;)(7 + Zsx + £xx)) 

7 + 2 sx + \x x 


Reducatur signum radicale ad formam propositam ponendo 

(3[3 — ay = Am, (3â — ae — (3y = Bm, 

ââ — 2 (3 e — a'Ç — y y = Cm, de — /3Ç — ye — Dm, 

se — yt, — Em, 

unde ex sex coefficientibus a , (3, y, â, e, r Ç quinque definiuntur, atque ad 

sextum insuper accedit littera m, ita ut aequatio assumta adbuc constantem 

51 * 
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• et 

habebimus 

et 


arbitrariam involvat. Inde ergo, si brevitatis gratia ponamus 
Y(A + 2 Bx + Cxx + 2 Dx s + Ex*) = X 
Y (A -1- 2 By + Cyy + 2 Dy s 4 Etf) = Y, 

p + y y + +• exx + % ex y + % xx y . == %-Ym 
p + y x + ày + & yy + 2sx y + ^ xyy = 

At aequatio assumta per differentiationem dat 

dx(p + yv + dy + 2 sxy + eyy + ’Çxyy) 

+ dy{(3 + yy 4- dx 4- + 2 sxy 4- %$xy) = 0; 

quae expressiones quia cum superioribus conveniunt, dant 

YdxVm+XdyYm — 0 seu Ç + ^ = 0, 


unde integrando colligimus 


i7 : a? 4 n . y = Const., 


quae constans, si posito x = 0 fiat y = b, erit = II: 0 4 II: b, vel in genere si 
posito x = a fiat y ==b, ea erit 77: a 4 II: b. Quodsi ergo litterae a, P, y, 
â, s, £ per conditiones superiores definiantur, aequatio assumta algebraica 
inter x et y erit intégrale completum huius aequationis differentialis 

dx | dy q 

]/ (A + 2 Bx-\-Cxx + 2Dx*-\-Ex i ) Y (A + 2By -\- Cyy- J r 2By s -\- Ey l ) 


COEOLLAEIUM 1 


624. Ad bas litteras a, P, y, â, s, £ definiendas sumantur primo aequa- 
tiones binae ad dextram positae, quae sunt 

(â — y) P — ccb = Bïh et (â — y)s — £j 8 — Dm, 


unde quaerantur binae P et s, reperieturque 


P- 


(â — y) JB + ccD 


m 


et 


e — 


(â-yy-ccÇ 


m. 
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Pdz 


V(A + 2Bz+Czz + 2Dz* + Ez*) 


405 


COROLLARIUM 2 

625. Sit brevitatis gratia â — y — A seu â = y + A ; erit 

O Bcc + BX , Bt + BX 

P = -tt r- m et e = F m. 

XX — aç XX — ag 

Iam ex conditione prima et ultima oritur 

— «e« = (-4Ç — JSa)m, 


nbi illi valores substituti praebent 


B JB S — DD a 


m 


II CC £ 

(XX-aÇ)(AZ-Ea) 


m = unde fit 


B BÇ-DDa 

At ex prima et ultima sequitur 

BB/3(3 — BBse + r {BB'Ç—DDa) = {AJDJD — BBE)m, 
unde colligitur 

{AÇ—Ea) {{AB B- BBE) X X + 2 B B (A g - Eu) X + A B BU ~ BBEa «) 
7 ’* {BBl-BBu? 


COROLLARIUM 3 

626. Superest tertia aequatio 

2yA AA — 2/3e — = Cm, 

et cum pro m substituto valore sit 

n __ {A{ — Ea){Boc -{■ BB) , {At, — Eu){BÇ-\- BX) 

P ~ BBZ-BBcc " et £ BBl-BBa ’ 

si isti valores substituantur, commode inde colligitur 

C'( A g - Ea) {BBï - B B a) - 2 B B {A g - Eaf - {BBt, - B B af 
A ' 2{AÇ-Ea){ABB-BBE) 

SCHOLION 1 

627. Quia his valoribus uti non licet, quoties fuerit A B JD — BBJE=0, 
aliam resolutionem huic incommodo non obnoxiam tradam. 
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Posito â = y -(- l sit in su per II = ut, + [i, ut primae formulae fiant 


p ‘=j(Da + Bl) et e = j(BÇ+DX). 


m , 


Iam prima et ultima iunctis prodit 


AÇ — Ecc = ~(BBX— DDa), 

qua aequatione ratio inter a et £ definitur; quae cum sufficiat, erit 
a — fi A — BBm et Ç = fiE — D Dm 

hincque 

Il — [i + (j*A — BBm)(/nE — DDm), 

unde colligimus 

y = — (2 BDl + {ADD + BBE)fi ) ~ — — — . 

^ ^ [A* 

Yalores a et £ in formula Corollarii 3 substituti dant 


A = 

2 TO 2 

cuius quadratum illi valori «Ç + /t aequatum perducit ad hanc aequationem 
— Cm) 2 -f- 4 (Z? D — A E) mm fi 4(-4.jDD — £ CD + BBE)m z — 4mm; 

ad quam resolvendam ponatur fi = Mm fietque 

AU . ^ 

M(M— Cf + 4 MÇBD - AE) + 4 {ADD - BCD + BBE) 

atque Mc est M constans ilia arbitraria pro integrali cômpleto requisita. Hoc 
modo omnes litterae a, (3, y, â, s, X eodem denominatore affecti prodibunt, 
quo omisso habebimus 

a = &(AM — B B), p = 2B{M— C) + AAD, y = 4tAE—(M— C)\ 

'Ç = A(EM — DD), e = 2D(M-C) + ABE, â = MM — CC + ±{AE + BD), 

quibus inventis aequatio nostra canonica 

0 = a -f 2 p(x -f- y) + y(xx + W ) + 2 ôxy + 2 sxy(x + y) J rX xx yy> 
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y'U+SÆar + gjj + a D£+JSz*) 

si brevitatis gratia ponamus 

M(M- C) 2 + 4 M(BD - AE) + 4(iDD — B CD + B B E) = J, 
resoluta dabit 

P + ^ + eæa: + y (y + 2sx + Çxx) = + 2 V J (A + 2 Bx -f- Oææ + 2Da; 8 + Dæ 4 ), 
0 + *y + «yy + *(y + 2ay + Çyy) = + 2]/^(Al + 2J5y + Cyy + 2D/+ D/), 

quae ergo est intégrale completum buius aequationis differentialis 

q dx dy 

~ ± Y (A + 2Bx + Cxx+2 Dx 3 + Ex 1 ) + ± V(A + 2By + Cyy + ~2Df q iÿ) ’ 


SCHOLION 2 

628. Cum hic ab idonea coefficientium determinatione totnm negotium 
pendeat, operae pretium erit eam luculentius exponere. Posito igitur statim 
â = y + X et AA — a'Ç = Mm quinque conditiones adimplendae sunt 

I. PP — ay = Am, IL es — y'Ç = Em, 

HL px — as = Bm, IY. sX — pÇ=Dm, 

Y. Mm + 2^A — 2 /3e = Cm. 


Hinc ex tertia et quarta combinando deducitur 

m(BX + Bd) = P(XX — aÇ) = PMm, ergo P — ——^— 
mÇDX + B'Ç) = e(AA — a'Ç) = eMm, ergo e = 

Iam ex prima et secunda elidendo y oritur 

m(AÇ — Ea ) = P pt — ssa = — — - ? -- m 


hincque 

quare statuatur 


- DD) = a(EM — DD) , 
a = n(AM—BB) et Ç == n{EM— B B). 


Tum vero indidem est 

Epp — Eay = Ass — AyZ, seu y(A'Ç — Ea) = Ass — EPP; 
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pro qua tractanda cum sit pro a et £ substitutis valoribus 

D 

' M 


(3 = nAD + ~(X — nBD) et s = nBE + ^(A — nBD), 


sit brevitatis ergo X — nBB = nMN, ut habeamus 

/? = n(AD + B N) et e = n(BE + BN), 

et quia 

AÇ—Ea = n(BBE — ABB) 

atque 

Ass — E(3/3 = nn(ABBEE + ABBNN— AABBE — BBENN) 

seu 

Ass — E/3/3 = nnÇBBE - ABB)(AE - NN), 
fiet 

y = n(AE — NN). 

Cum autem sit 


A = n(BB + MN) et U = nn(A M — B B) {EM — B B) + Mm, 

erit 

Mm = nn(2BBMN + MMNN — AEMM + M(AB B + B B E)) 
seu 

m = nn(2BBN + MNN — AEM + ABB + B BE). 


Denique aequatio quiuta /3s — yX — -^m{M — C) evoluta praebet 

/3s — yX = nn((AB -f BN){BE + DN) — {AE — N N) {B B + MN)) 
= nnN(2BBN + MNN — AEM + ABB + BBE) = Nm, 

unde fit N=^{M — C), ac propterea 

m =nn(BB(M — G) + ~M(M — Cff— AEM + ABB + BBE). 
Hincque sumendo n = 4 superiores valores obtinentur. 


EXEMPLUM 1 

629. Invenire intégrale completum Jmius aequationis differentialis 

âP , dg = 0 

-b "Ÿ (fi + ^ j?) i VC® "b ^ 2) 
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_ J VU+ 2 b z -h G z z + 2 n g 3 + Ez*) 

Hic est x=p, y = q, A = a, B = { 6, (7=0, D = 0, E = 0, unde fiunt 
coefficientes 

cc = £aM— bb, (3 = bM, / = — MM, £ = 0, « = 0, d = M M 

et 

J = M 3 , 

unde intégrale completum erit 

seu bM + MMp - MMq — + 2üf]/jf(a + ty) 

& + î) = + 2 + bp) vel & + .M" (g — _p) = + 2 Y M(a -f- bq ), 

quae signa ambigua radicalium cum signis in aequatione differentiali con- 
venire debent. 

EXEMPLUM 2 

630. Invenire intégrale completum huius aeqmtionis differentialis 

jP l _____ __ = q 

±V(a + bp f ) ± Y (a + bq?) 

Sumto x=p et y = q erit A = a, B = 0, (7 = 6, D=0, [E = 0], ergo 

a = 4aM, (3 = 0, y = — (M—b)\ 'Ç = 0, e = 0, â = MM — bb 
atque 

A = M(M — 6) 2 , 

unde intégrale completum in his aequationibus continebitur 

(MM — bb)p —{M— Vf q = ±2(M — 6) KM(a + bpp) 
seu 

(itr 4- 6)p - (M ~ b)q = ± 2VM(a + bpp) 
et 

(M + 6) q — (M — b)p = + 2 ]/jf(a + 6g ? ). 

EXEMPLUM 3 

631. Invenire intégrale completum huius aequationis differentialis 

dp , dq_ = 

±y(a + 6p 3 ) +]/(« + bq 3 ) 
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Sumto x=p, y = q erit A = a, B = 0, (7=0, D = y5, E = 0, ergo 

a = 4aJf , fi == 2ab, r = -MM, £ = — II, s=bM, â = MM 
et 

^ = JP + abb, 

unde intégrale completum 

2 ab -f MMp + bMpp + q ( — MM -f 2b Mp — 55pjp) = + 2 ]/(ilf 3 + <*55) (® + 
siye 

2 ab + + 5p) — q(M- bp) 2 = ± 2Y(M 3 + abb ) (a + bp*) 

et 

2ab + + bq) — p(M — 5g) 2 = ± 2V(M* + abb)(a + bq 3 ). 

EXEMPLUM 4 

632. Invenire intégrale completum huius aequationis differentialis 

dp , <k = 0 _ 

± y (a + bp*) + )/(> + 5g 4 ) 

Posito x = p, y = q erit A = a, B = 0, (7=0, D = 0, E = b, ergo 

« = 4aJf, /? = 0, r = Aab — MM, 'Ç = AbM, e = 0, d = JOL+4a& 
et 

^ = if 3 _ AabM, 

nnde intégrale completum 

. (MM + 4 ab)p + q(lab — MM + AbMpp) = + 2 ]/. M(MM — 4 «5) (a + 5i? 4 ), 
(flOf + 4a% + p(Aab — Jf Jf + 4 b Mqq) = + 2 l/jf(ÆT3f — 4a5)(a + 5 g 4 ). 

EXEMPLUM 5 

633. Invenire intégrale completum huius aequationis differentialis 

dp , dq_ = q 

±Y(a + bp 6 ) ± V(a + 5g 6 ) 

Ponatur x=pp et y = qq atque aequatio nostra generalis induet posito 
A = 0 hanc formam 

dp . dq ^ Q 

+ ]/(2l? + Cpp + 2 Dp 4 + JEp 6 ) ± y(2_B+ Cqq + 2Dq i + Eq s ) 


Pii 


476—477] DE COMPAKATIONE QUANTITATUM 


/, 


V'U+S.Bj + Css + ailzJ + El') 


411 


Fieri ergo oportet B=\a, (7 = 0, D=0 et E = b, unde coefficientes ita 
determinantur 


a = — aa, fi = aM, y = — MM, £ = 4& M, e = 2a&, d = MM 
et 

4 = M 3 + aab, 

ergo intégrale completum 

aM + MMpp + 2 abp* + JOf + 4 abpp + UMp 3 ) 

= + 2pV(M 3 + aab)(a 4- bp 3 ) 

sive 

aM 4- MMqq + 2 abq 4 4 -pp(— MM 4- 4 abqq + 4 bMq 3 ) 

— 4i %qV (fM. 3 4" aab) (a bq 3 ). 


COROLLARIUM 


634. Si sumatur constans M= — faab, ut sit M 3 + aab = 0, prodibit 
intégrale particulare, quod ita se babebit 


pp 


MŸb+j/a _ iVa 
2qqŸb — Va b 


seu 


22 = 


p pÿb + Ÿa _ 

Sppf'b — Va b 


quod aequationi differentiali utique satisfacit. 


PEOBLEMA 82 

635. Proposita hac aequatione differentiali 

dp _ dq 

± y (a -f- bpp + cp 4 + ep 3 ) + ]/(a + -f c# 4 + eq e ) 

eius intégrale completum algebraice assignare. 


■0 


SOLUTIO 

Àequatio praecedens differentialis algebraice integrata ad banc formam 
reducitur ponendo x=pp et y = qq atque 4 = 0; prodibit enim 


dp 


+ ]/(2R-}- Cpp -\-%Dp i + Ep 3 ) ±]/(2R + Cqq-\-2Dq i + Eq 6 ) 


dq 


0. 
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jr' 

Quare tantum opus est, ut fiat 

; 

-4 = 0, J5=y«, C=b, D = yC, E=e, • 

unde coefficientes a, (3, y, â, e, 'Ç ita definientur 

a — — aa, (3 = a(M — b), y — — (M — b) 2 , 

£ =±eM—cc, s = c(Jf— b) + 2ae, d = MM~bb + ac, 

4 = — Vf + acM — abc + «cïé = (M — &) 3 + b(M — bf-\~ ac(M — b)-\-aae, 

hincque intégrale completum ob constantem M ab arbitrio nostro pendeutem 
erit 

(3 âpp 4 - ep i 4 - qq(y 2 spp + Çp 4 ) = + 2p Y A (a 4 - bpp 4 C P 4 + e P 6 ) , 

P + ÜQ. + «g 4 4-l>^(r + 2 egg + tY) = +2qYA(a + bqq 4 c^ 4 + eq 6 ), 

quae binae quidem aequationes inter se conveniunt, sed ob ambiguitatem 
signorum in ipsa aequatione differentiali ambae notari debent ambiguitate ( 

inde sublata. Utrinque autem baec aequatio rationalis résultat 

O = a 4 - 2 /3 (pp 4- qq) + r(p i + 2 4 ) + 2 dppqq + 2 eppqq(pp 4- qq) 4- £pV- 

COROLLAEIUM 1 

636. Si constans M ita sumatur, ut fiat A = 0, obtinetur intégrale 
particulare buius formae 

E+FPP 

^ ~ Q + Hpp’ 

quod etiam a posteriori cognoscere licet. Ut enim satisfaciat, sumi debet 

aG s + bFGG + cFFG + eF 3 = 0, l 

r 

unde ratio F : G definitur; tum vero invenitur F = — G et denique ' 

— cEG — 2eEE 2ctGG-\-2bEG -\-cEE j 

M I 
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— J V(A+%Bx+Csg + %Dz* + Ez*) 

COROLLA.RITJM 2 

637. Constans M ita mutetur, ut sit M—b=~, fietque 
a = — aa, /? = — , y = _^, 

’ r ff ’ / fi > 

Ç = 4 be — cc + jf, e = — + 2 ae, d = jî -\- — + ac 
et 

y? (a + W+ Cf + ef) 

et aequatio integralis erit 

aaff + a (et + 21 ff -f cf 4 )pp + a//(c + 2eff)p 4 
- qq(aa - 2 affifi + 2eff)pp + fficcff— ibeff- 4 ae)/) 

= ± 2a/p]/(a + &/f+ cf + effet + &pp + cp 4 -f ep 6 ), 

unde patet posito p — 0 fore qq = ff. 

OOROLLARIÜM 3 

038. Haec aequatio facile in hanc formam transmutatur 

a ff(a + bpp + cp 4 + ep 8 ) -f- app(a -\-bff-\- cf* + cf) 

— qq(a — cffppf — aeffpp(ff—ppf + 4 effppqq(aff + etpp + &/7pp) 

= + 2/p ]/«(« + &//+ cf + ef 6 )a(a + bpp + cp 4 + ep 6 ) , 

unde statim patet, si sit e = 0, fore banc aequationem radicem extrahendo 

fVa(a + bpp + cp 4 ) +p ]/«(« -h bff + cf 4 ) = g (a — cffpp) , 

quae est integralis compléta huius differentialis 

dp I dq = 

±Ÿ(a + bpp + cp i ) ±V(a + bqq + cf) 

prorsus ut supra [§ 607] iam invenimus. 



414 LIBRI PRIORIS PARS PRIMA SECTIÔ SECUKDA CAPUT VI § 639-641 [479-480 


COBOLLARIUM 4 

639. Simili modo patet in genere, quando e non evanescit, intégrale com- 
pletum ita commodius exprimi posse 

(fVaia + bpp + cp 4, ± ep 6 ) + p Va(a + bff + cf* ± e /' 6 )) 2 
= — cffppf + aeffppiff — pj ?) 2 — 4 effppqqiaff ± app + bffpp), 

quae ergo, cum posito p = 0 fiat q = f, respondet huic functionum transcen- 
dentium relationi 

±n:p ± 11 : q = ± 11:0 ±ü:f. 


SCHOLION 1 


640. Généra igitur functionum transcendentium, quas hoc modo perinde 
atque arcus circulares inter se comparare licet, in his binis formulis inte- 
gralibus continentur 


f, 


dz 


]/ (A + 2Bg + Cgg + 2Dg* + EA) 


et 


a 


Y(a + lgg + cz i ' + ez s ) 


neque haec methodus ad alias formas magis complexas extendi posse videtur. 
Neque etiam posterior in denominatore potestates impares ipsius z admittit, 
nisi forte simplex substitutio. reductioni ad illam formam sufficiat. Facile 
autem patet huiusmodi formam 


y 


dz 


V (A + 2 Bz + Czz + 2Dz* + Ez^A- 2 Fz h 


, i n 


hac methodo tractari certe non posse. Si enim coefficientes ita essent com- 
parati, ut radicis extractio succederet, talis formula 

r* dz 

J a + bg+cgg + eg 3 

prodiret; cuius integratio cum tam logarithmos quam arcus circulares invol- 
yat, fieri omnino nequit, ut plures huiusmodi functiones algebraice inter se 
comparentur. Caeterum prior formula latius patet quam posterior, cum haec 
ex ilia nascatur posito A — 0, si zg loco g scribatur. De priori autem notari 
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J V{A + ZBz+Czz + ZDz* + Ez*) 

meretur, quod eandem formam servet, etiamsi transformetur hac substitutione 


prodit enim 


» 

Y + Sy' 


A 


y(A(y-\- ôy) i -{- 2lB(a-\-fiÿ){y -\-dy) 3 




+ C(a + (Sÿf (y + Ôyf+2B (a (y + ôy) + E(a + g y) 1 ) ’ 


ex quo intelligitur quantitates a, fi, y, â ita accipi posse, ut potestates im- 
pares evanescant. V el etiam ita defiuiri poterunt, ut terminus primus et 
ultimus evanescat; tum enim posito y = uu iterum forma a potestatibus im- 
paribus immunis nascitur. 


SCHOLION 2 


641. Sublatio autem potestatum imparium ita commodissime instituitur. 
Cum formula 

A + 2 Bz + Gzz + 2 Dz 3 JEz i 


certe semper habeat duos factores reales, ita exbibeatur formula integralis 

dz 


A 


V {a -f 2 bz-\-czz)(f-\- 2g 0 -f hez) 


quae posito ^ = abit in 

f 


(py-ccd)dy 


V( a (Y + S y) 2 + 2 b (a + p y) (y + ô y) + c (a + jiyŸ) (f (y + à y)' 3 + 2 g (a + j3 y) (y + â y) + h (a + jyf) ’ 
ubi denominatoris factores evoluti sunt 


(' a YY + %bay + caa) -f- 2 (ayâ + lad + l{3y + ca{3)y + (aâd + 2 b/3ô -\-c(3(3)yy, 
(f YY + %9 a Y + h a a) + 2 (fyâ -f gaâ + gfiy -f- hcc(3)y + ( fâd -f- 2 g(3â -f- hp/3)yy; 

quodsi iam utroque terminus médius evanescens reddatur, fit 


hincque 


à — by — ca — g y — ha 

P ay + ba fy + g a 

bfyy + ( b g + cf)ay -f- cgaa = agyy + (ah + bg)ay + bhaa 


Y Y = 


(ah — cf)ay + (b h — cg)aa 
bf—ag 


seu 
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unde fit 

ah — cf+Y((,ah — ef) 2 4Q)f — ag)(bh — cgj). 

a 2 (bf- — ag) 

Hinc sufficere posset eas tantum formulas, in quibus potestates impares de- 
sunt, tractasse, id qnod initio huius capitis fecimus, sed si insuper numerator 
accedat, haec reductio non amplius locum habet. 


PROBLEMA 83 

642. Dénotante n numerum integrum quemcunque invenire intégrale completum 
algehraice expressum huius aequationis differentialis 

Ay ndx 

Y (A + 2By + Gy y -f 2Dy s + Ey 4 ) Y {A + 2Bx + Gxx + 2Da: 8 -f- Ex 4 ) 

SOLUTIO 

Per functiones transcendentes intégrale completum est 

77: y = nll\ x + Const. 

At ut idem algebraice expressum eruamus, posito M — 0=7 sit per formu- 
las supra (§ 627) inventas 

a = 4(AO — B B -f- AL), (3 = 4AD + 2BL, y = 4 AE—LL, 
£=4(077— DD + EL), e = 4BE+2DL, d = 4A77+ 4DD + 207 + 77 

et 

A = 7 3 + CLL + 4(DD — AE)L + 4(iDD + BBE — ACE). 

Quibus positis si fuerit 

/? -j~ dp -f epp + q(y + 2 ep + 'Qpp) = 2 Y A (A + 2 Bp -f Cpp -f- 2 Dp* + Ep 4 ) , 
P + âq + eqq+p(y + 2eq + tqq) = — 2 Ÿ A [A + 2 Bq + Cqq + 2 Dq* + Eq 4 ) , 

erit JJ : q = U : p Const. 
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— _ J VjJi + ÏBx + Czz + Zyz' + Ez*) 

Cum autem hae duae aequationes inter se conveniant et in hac ratio- 
nali contineantur 

a H- 2 j3(jp + q) + y (jap + qq) -f 2 âpq + 2 epq(p + q) -f tppqq = 0, 
si sumamus posito p — a fieri q — b, constans ilia L ita deflniri debet, nt sit 
a + 2/9 (a + b) + y (a a + bb) + 2 âab 2 sal(a + b) + "Çaabb = 0, 

eritque 

H:q = II:p + n:b — ll:a, 

ubi iam nullum inest discrimen inter constantes et variabiles. Ponamus ergo 
b = p, ut sit 

lT:q = 211: p — II: a, 

atque huic aequationi superiores aequationes algebraicae conveniunt, si modo 
quantitas L ita definiatur, ut sit 


a + + p) + y(aa +pp) + 2 âap 2 sap(a + jp) + "Çaapp = 0, 

unde deducitur 


2 -L(P a) 2 — A -y B (a + p) + Gap -f- JDap(a -f- p) -f- JEaapp 

A-.V(A + 2 B a -f- Gaa + 2 JD a 3 + JEa i )(A 2 Bp -|- Cpp + 2 JDp 3 + Bp*)- 

Hoc ergo valore pro L constituto indeque litteris a, (3, y, â, s, £ per superi- 
ores formulas rite definitis, si iam p et q ut variabiles, a vero ut constantem 
spectemus, erit baec aequatio 


« -f 2/?(p + q) + y(pp -f qq) + 2 âpq + 2 epq(p + q) + 'Çppqq = 0 

intégrale completum huius aequationis differentialis 

dq 2 dp 

f (A +2Bq + Cqq + 2Dq 3 + EqJ *) ~ V(A + 2Bp+ Cpp + 2Dp 3 A Bp*) ' 

Postquam hoc modo q per definivimus, determinetur r per hanc aequationem 

a -f 2(3(q + r) + y(qq -f- rr) -f 2âqr + 2 eqr(q -f r) -j- 'Qqqtr = 0; 

erit 

JJ:r — II: q = IT:p — ü:a, 


Leonhardi Euleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 
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quoniam posito q = a et r = p littera L, quae in valores a, (3, y, â, s, Ç in- 
greditur, perinde definitur ut ante. Quare cum sit 77: g = 277 :p — 77: a, erit 

77: r = 377:p — 277 : a, 

unde sumto a constante ilia aequatio algebraica inter q et r, dum q per 
praecedentem aequationem ex p definitur, erit intégrale completum huius 
aequationis differentialis 

dr 3 dp 

y(A-\-%Br -\-Crr -\-2Dr i -\-EA) ]/(ff + 2 Bp + Cpp + 2 Dp 3 -f Ep 4 ') 

Hoc valore ipsius r per p invento quaeratur s per hanc aequationem 

a + 2(3(r + s) + y(rr + ss) + 2drs + 2 srs(r + s) + Çrrss == 0 

retinente L semper valorem primo assignatum eritque 

77: s — JJ : r = JJ : p — JT: a seu JJ:s = 4JJ:p — 377: a, 

unde ista aequatio algebraica erit intégrale completum huius aequationis diffe- 
rentialis 

ds Adp 

y (A + 2 Bs Css + 27 )s 3 + 77 s 4 ) ~~ y(A + 2 7?p -f Cpp + 22)p 3 -f jEp 4 ) ’ 

Cum hoc modo, quousque libuerit, progredi liceat, perspicuum est ad intégrale 
completum huius aequationis differentialis inveniendum 

de ndp 

Y (A + 2 J* + Czz + 2 De 3 + Ez 4 ) ~ y (A + 2 Bp + Cpp + 2Bp i yEp 4 ) 

sequentes operationes institui oportere: 

1) Quaeratur quantitas L, ut sit 

■jL(p — a) 2 = A + B (a + p) -j- Cap + Bap(a + p) + Eaapp 
+ y(A + 2 Ba -f- Caa + 2 Da s + Ea 4 )(A + 2 Bp -f Cpp + 2 Dp s + Ep 4 ). 

2) Hinc determinentur litterae a, (3, y, d, s, Ç per has formulas 

a = 4(AC— BB + AL), j3 = 4AD + 2BL, y = 4AE — LL, 
Ç=4(CE—BD + EL), e = 4BE+2DL, â = 4AE -+• 47? D + 2 CL -j- LL. 
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3) Formetur sériés quantitatum p, q, r, s, t, ... z, quarum prima sit p, 
secunda q, tertia r etc., ultima vero ordiue n sit z, quae successive per bas 
aequationes determinentur 

a + 2 /3(p + q) + y(pp + qq) + 2 + 2epq(p + q) + "Çppqq = 0, 

a + 2/?(2 + r ) + y (22 + rr) + 2âqr + 2 sqr(q -f r) -f Çqqrr = 0, 

« + 2/3 (r + s) + y(rr -f- ss) -f 2ârs + 2ers(r + s) + 'Çrrss = 0 

etc., 

donec ad ultimam z perveniatur. 

4) Eelatio, quae bine concluditur inter p et z, erit intégrale completum 
aequationis differentialis propositae et littera a vicem gerit constantis arbitra- 
riae per integrationem ingressae. 

COROLLARIUM 

643. Hinc etiam intégrale completum inveniri potest huius aequationis 
differentialis 

màp ndx 

V(A + 2 By A Gy y + 2 By 3 + Ey') ~ y (A + 2Bx + Cxx+ED^+Ëx^) 

designantibus m et n numéros integros. Statuatur enim utrumque membrum 

__ du 

ÿ(A + 2 Bu + Cuû + 2jDm s a Ë vÂ) 

et quaeratur relatio tam inter x et u quam inter y et u\ unde elisa u orietur 
aequatio algebraica inter x et y. 


SCHOLION 


644. Ne hic extractio radicis in singulis aequationibus repetenda ambi- 
guitatem creet, loco uniuscuiusque uti conveniet binis per extractionem iam 
erutis. Scilicet ut ex prima valor q rite per p definiatur, primo quidem 
habemus 


-fi - èp - E pp -f 2 y A ( A + 2 Bp + c PP + 2 Btf + Ep *) 

y A 2sp %pp ’ 


tum vero capi debet 


2y A(A + %BqA- Cqq-A2JDq 3 + Eq 4 ) = — (3 — âq — eqq — p{y + 2eq -f Çqq) 

53* 
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similique modo in relatione inter binas sequentes quantitates investiganda 
erit procedendum. 

Gaeterum adliuc notari convenit numéros integros m et n positivos esse 
debere neque hanc investigationem ad negativos extendi, propterea quod 
formula differentialis 

dz 

Y [AL -j~ 273,0 Gzz ~b 2Ds z -\- EzS) 

posito z negativo naturam suam mutât. Intérim tamen cum hanc aequali- 
tatem 77: x + 77: y = Const. supra algebraice expresserimus, eius ope quoque 
ii casus resolvi possunt, ubi est m vel n numerus negativus; si enim fuerit 
ü:z = nn:p-\- G, quaeratur y, ut sit 77 : y + 77 : z = Const., eritque 


IT:y = — nll:p Const. 


PROBLEMA 84 

645. Si II: z eiusmodi functionem transcendentem ipsius z dcnotet, ut sit 

jj. z Ç <fa(3t + 93*+ Sg f -f SDr* -j- (g/) 

J Y(A + 2Bz -f- Gzz + 2Dz 3 + EsE) ’ 
comparationem inter huiusmodi functiones investigare. 

SOLTJTIO 

Ex coefficientibus À, B, G, I), E una cum constante arbitraria L deter- 
minentur sequentes yalores 

a = 4(A(7— B B + AL), (3 = AAD + 2BL, y = AAE — LL, 

Ç = A(CE-DD+ EL), e=ABE+2DL, â = AAE + AB B + 2GL + LL 

et inter binas variabiles æ et y haec constituatur relatio 

a +.2/9(æ + y) + y( xx + VV) + 2<tey + 2 exy(x + y) + 'Çxxyy = 0 

eritque , 

doc I dy = q 

Y {A A- 2 Bx + Gxx + 2 Doc 3 + 73a4) Y(.A-\-2jBy-j-Cyy-{-2Dy 3 A-Ey i ) ’ 
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_ . J VjA + 'ZBz+Ctz+ÎDz' + Es*) 

pro qua sine ambiguitate habetnr 

P + dx + sxx + y (y + 2 sx + Çxx) = 2 VA(A + 2 Bx + Cxx + 2JDx s + Ex 4 ), 
/? + à y + syy -f x(y + 2 ey + Çyy) = 2 Vj(A + 2 By + Gyy + 2 Dy 3 + Ey 4 ) 
existent© 

A = L 3 + CE + A(BB — + 4(.4DZ> + BBE— A CE). 

.Quare si ponamus 

+ 9 3æ + (Sæ 8 + 3)æ 3 + (S<) , <?y(g + »y + % 3 + 3y + Ey 4 ) = 2 , F y 

]/(4 + 25æ4-C ! ^ + 2X)aî s 4-£'Æ 4 ) ’ i ~y'( J 4 + 2Bî/+ (7yÿ + 2D 2 / 3 + Æ , ÿ 4 ) K ’ 

ut sit 

il: a: + i7: y — Const. + 2VVJ, 

erit 

dæ(33(a; — ;/) + S(a: 2 — y 2 ) + g)(a; 3 — y 3 ) + ( S(æ 4 — y 4 )) = g ^ y y ^ 

V(A + 2Bx + Cx.x + 2 Dx s -\-EA) 
seu 

dy= dx ^ ^ ~ È + ® (a;S ~ + &(ff 8 — y 3 ) + ® («* — y 4 )) _ 

P + dæ + sxx + y(y + 2 eæ + &xx) 

Ponatur nunc x + y = t et xy=u, et quia dx + dy = dt et xdy + ydx = du, 
erit dx — x ^_y H seu (æ — y)dx — xdt — cïw, tum vero est x = ~t J r V{~ i \tt — u). 
At bis positionibus aequatio assumta induit banc formam 

ci -f- 2{it — |- ytt -f- 2(d — y )u — (- 2 stu — f- l^uu = 0, 

unde fit differentiando 



dx(x — y ) 


— du 


P + âx-\-exx + y(y + 2 ex + Çxx) p + yt + su’ 


sicque babebimus 
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ergo 


seu 


,tt — du (% 3 + 64 + fa (U — m) + (£t(tt—2u)) 

]9 + yt + sm 

i tt H - dt($Ô -f- 64 + — m) + @i i(tt — 2 m)) 


Est vero aequatione ilia resoluta 


t = 

seu [§ 628] 

unde conficitur 

ideoque 


-/3 — fM + — «y + 2(yy + ;3e — yd)M + (gg — yQuu) 


~ fi + 2 ]+4 (4 -f- Lu + Euu) 


dV= — <*“(% + &*+$(** -m) + ®<(*<- 2 m)) 
2 ~Y ÇA. -f- L u -f- Eu m) 


fl: x II: y = Const. f + 6< + — u) + 6<(^— 2m)) . 

y (A L + Lm + Euu) 

Yel cum reperiatur 

, -(4 — y) — eÿ+ l / ((^-y) 2 -«g+2(((?-y)Æ-/3ê)i!+(6Æ- y Çytt) 


M = 


quae expressio abit in hanc [§ 628] 


inde fit 


_ _ {S-y)-E t+2yj(L+G+^I)t + Et{) 
t, 

__ di(S3 + 6tf + ® (W — u) — 2m)) 

2 y .<d (L -p C -f- 2 Et -{- Ett) 


sicque habebimus per t 

II: x II: y = Const. 4- Ç ~^ + 64 ■ + (ft - m) + - 2 m)) 

J ]/(£+£+ 2 j D* + £«) 

quae expressio, nisi sit algebraica, cérte vel per logarithmos vel arcus circu- 
lares exhiberi potest. Tum vero post integrationem tantum opus est, ut 
loco t restituatur eius valor x -f y. 


Pdz 
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COROLLARIUM 1 

646. Si velimus, ut posito x = a fiat y = l, constans L ita debet definiri, 
ut sit 

~L(a — l) 2 = A + B (a + l) + Cal + Dal(a + l) + Eaall 
±V(A + 2 B a + Caa + 2Da s + Ea*)(A + 2 Bl + Cil + 2 Dl*+ El 4 ); 

tum igitur constans nostra erit = 1T: a + II:l' integrali postremo ita sumto, 
ut evanescat posito t = a-\-l. 

COROLLARIUM 2 

647. Eodem modo etiam differentia functionum II: x — Il : y exprimi 
potest mutando alterutrius formulae radicalis signum, quo pacto fornmlarum 
differentialium signum alterius convertetur. 

COROLLARIUM 3 

648. Quantitas V comparationi harum functionum inserviens erit 
algebraica, si baec formula differentialis 

dtfàt, -|- (£ £ # -f- ® (d — y + £t -f- Çtt) + @(2 (d — y) -(- 2 6# + 
fŸ (L + G+2Dt + EU) 

integrationem admittat, quia altéra pars — + 2(S#) per se est inte- 
grabilis. 

SCHOLION 

649. Hoc ergo argumentum plane novum de comparatione buiusmodi 
functionum transcendentium tam copiose pertractavimus, quam praesens in- 
stitutum postulare videbatur. Quando autem eius applicatio ad compara- 
tionem arcuum curvarum, quorum longitudo buiusmodi functionibus exprimitur, 
erit facienda, uberiori evolutione erit opus, ubi contemplatio singularium 
proprietatum, quae hoc modo eruuntur, eximium usum afferre poterit. Com- 
mode autem boc argumentum ad doctrinam de resolutione aequationum dif- 
ferentialium referri videtur, siquidem inde eiusmodi aequationum integralia 
compléta et quidem algebraice exhiberi possunt, quae aliis methodis frustra 
indagantur. Nunc igitur buic sectioni finem faciet methodus generalis 
omnium aequationum differentialium integralia proxime determinandi. 


CAPUT YII 


DE INTEGrRATIONE AEQUATIONÜM DIFFERENTIALIÜM 

PER APPROXIM ATIONEM 


PROBLEMA 85 


650. Proposita aequatione differentiali quacunque eius intégrale completum 
vero proxime assignare. 

SOLUTIO 

Sint x et y binae variabiles, inter quas aequatio differentialis proponitur, 
atque baec aequatio huiusmodi habebit formam, ut sit || = V existente V 
functione quacunque ipsarum x et y. Iam cum intégrale completum desi- 
deretur, hoc ita est interpretandum, ut, dura ipsi x certus quidem valor, puta 
x = a, tribuitur, altéra variabilis y datum quemdam valorem, puta y = b, 
adipiscatur. Quaestionem ergo primo ita tractemus, ut investigemus valorem 
ipsius y, quando ipsi x valor paulisper ab a discrepans tribuitur, seu posito 
x = a -f- co ut quaeramus y. Cum autem œ sit particula minima, etiam valor 
ipsius y minime a 6 discrepabit; unde, dum x ab a usque ad a co tantum 
mutatur, quantitatem V interea tanquam constantem spectare licet. Quare 
posito x = a et y = b fiat V = A et pro bac exigua mutatione babebimus 
= A ideoque integrando y = b + A(x — a), eiusmodi scilicet constante 
adiecta, ut posito x = a fiat y = b. Statuamus ergo x = a -f- co fietque 

y = l _|_ Ata. 

Quemadmodum ergo hic ex valoribus initio datis x = a et y = b proxime 
sequentes x = a-j- ta et y = b - f Ata invenimus, ita ab bis simili modo per 
intervalla minima ulterius progredi licet, quoad tandem ad valores a primi- 
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tivis quantumvis remotos perveniatur. Quae operationes quo clarius ob 
oculos ponantur, sequenti modo successive instituante. 


Ipsius 


valores successivi 


a, 

a, 

a", 

a'", 

a 1Y . 

. . 'x, 

x 

b, 

V, 

y', 

V", 


■ ■ y, 

y 

A 

A, 

j', 

A", A 17 , . 

. . 'F, 

F 


Scilicet ex primis x — ci et y = b datis habetur V — A, tum vero pro secuudis 
erit V=b-\-A(a' — a) differentia a' — a minima pro lubitu assumta. Hinc 
ponendo x = a' et y = V colligitur F= A’ indeque pro tertiis pbtinebitur 
b"=b' + A' (a'— a), ubi posito x = a et y = b" invenitur V=A". Iam pro 
quartis babebimus b"' = &"-f- A" (a'"— a") bincque ponendo x = a" et y = V" 
colligemus F = A" sicque ad valores a primitivis quantumvis remotos pro- 
gredi licebit. Sériés autem prima valores ipsius x successivos exbibens pro 
lubitu accipi potest, dummodo per intervalla minima ascendat vel etiam 
descendat. 


COROLLARIUM 1 

651. Pro singulis ergo intervallis minimis calculus eodem modo insti- 
tuitur sicque valores, a quibus sequentia pendent, obtinentur. Hoc ergo 
modo singulis pro x assumtis valoribus valores respondentes ipsius y assignari 
possunt. 


COROLLARIUM 2 

652. Quo minora accipiuntur intervalla, per quae valores ipsius x pro- 
gredi assumuntur, eo accuratius valores pro singulis eliciuntur. Intérim 
tamen errores in singulis commissi, etiamsi sint multo minores, ob multitu- 
dinem coacervantur. 


COROLLARIUM 3 

653. Errores autem in hoc calculo inde oriuntur, quod in singulis inter- 
vallis ambas quantitates x et y ut constantes spectemus sicque functio F 
pro constante habeatur. Quo magis ergo valor ipsius F a quovis intervallo 
ad sequens immutatur, eo maiores errores sunt pertimescendi. 

Leonhardi Euleri Opéra onniia lu Institution© s calculi integralis 
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SCHOLION 1 

654. Hoc incommodum imprimis occurrit, ubi valor ipsius F vel evanescit 
vel in infinitum excrescit, etiamsi mutationes ipsis x et y accidentes sint 
satis paryae. His autem casibus errores saltixn énormes sequenti modo evi- 
tabuntur: Sit pro initio huiusmodi intervalli x = ci et y — b, tum vero in 
ipsa aequatione proposita ponatur % = a œ et y — b + yj, ut sit = F, in 
F autem ita fiat substitutio x — a - co et y — b -j- y>, ut quantitates co et yj 
tanquam minimae spectentur, reiiciendo scilicet altiores potestates prae in- 
ferioribus; hoc enim modo plerumque integratio pro his intervallis actu institui 
poterit. Hac autem emendatione vix unquam erit opus, nisi ter mini ex ipsis 
valoribus a et & nati se destruant. Yeluti si habeatur haec aequatio 

dy aa 

dx xx — y y 

ac pro initio debeat esse x — a et y — a; iam pro intervallo hinc incipiente 
ponatur x = a -[- co et y — a xp habebiturque 

chj> aa 

dca 2aco — 2 aip 

seu 2 codyj — 2y>dip = adco seu doj — == — } quae per e a = 1 

multiplicata et integrata praebet 

(*-¥)— V/fr-?)**'--?. 

quia posito co — 0 fieri debet w = 0. Hinc ergo habetur co = = =l ** 

seu a (a d) — (b bf existente b = a, unde colligitur pro sequente inter- 
vallo b = b -j- Y a (a a), quo casu patet valorem x non ultra a augeri 
posse, quia y fieret imaginarium. 

SCHOLIOH 2 

655. Passim traduntur regulae aequationum differentialium integralia per 
sériés infinitas exprimendi, quae autem plerumque hoc vitio laborant, ut 
integralia tantum parti cularia exhibeant, praeterquam quod sériés illae certo 
tantum casu convergant neque ergo aliis casibus ullum usum praestent. 
Veluti si proposita sit aequatio 

dy + ydx = ax n dx, 
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iubemur huiusmodi seriem in genere fingere 


y = Ax a +Bx a+1 + Cx a+ * + Bx a+a + Ex a+i -\- etc., 


qua substituta fit 


aAx a * + (« + 1 ) Baf + (a + 2) Cx a+1 + (a + 3)Bx a+ *~\~ etc. 
+ A + B + G 

— ax n 


= 0 . 


Statuatur ergo «-l = nseu« = w + l eritque A = tum vero reliquis 

terminis ad nihilum reductis B=~ 4, (7=—,-, D = e t c ripone 
habebitur haec sériés 


v a a aa;” +2 , «*” +3 a *»+* 

w + 1 (* + 1) (» + 2) ^ (n + 1) (» + 2) (n + 3) (» + î) (n + 2) (n + 3) (n + 4) etc * 

Ver uni hoc intégrale tantum est particulare, quoniam evanescente x simul y 
evanescit, nisi n + 1 sit numerus negativus; tum vero haec sériés non con- 
vergit, nisi x capiatur valde parvum. Quamobrem hinc minime cognoscere 
licet valores ipsius y, qui respondeant valoribus quibuscunque ipsius x. Hoc 
autem vitio non laborat methodus, quam hic adumbravimus, cum primo 
intégrale completum praebeat, dum scilicet pro dato ipsius x valore datum 
ipsi y valorem tribuit, tum vero per intervalla minima procedens semper 
proxime ad veritatem accedat et, quousque libuerit, progredi liceat. Sequenti 
autem modo haec methodus magis perfici poterit. 


PEOBLEMA 86 

656. Methodum praecedentem aequationes différentielles proxime integrandi 
magis perficere, ut minus a veritate aberret. 

SOLUTIO 

Proposita aequatione integranda ~=V error methodi supra expositae 
inde oritur, quod per singula intervalla functio F ut constans spectetur, cum 
tamen révéra mutationem subeat, praecipue nisi intervalla statuantur minima. 
Variabilitas autem ipsius F per quodvis intervallum simili modo in com- 


54 * 
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putum duei potest, quo in sectione praecedente § 321 usi sumus. Scilicet si 
iam ipsi x conveniat y, ex natura differentialium ipsi x — ndx vidimus con- 
venire 

ÿ -^+^« ÿ _î&±a(|±a (J>+etc . i 

qui valor sumto n infînito erit 


y-ndy + Z^ÈL 


n s d 3 y » 4 d 4 y 
1 ■ 2 • J ’ 4 " 1 • 2 • 3 • 4 


etc. 


Statuatur iam x — ndx = a et y — ndy 4- nndd y _ _ P + r __ i 

9 9 ~ 1-2 1-2- 3^1. 2-3-4 oCO. O 

nique valores iu quovis intervallo ut primi spectentur , dum extremi per 
x et y indicantur. Cum igitur sit n = fiet 

(x-dfddy , ( x-afdhi (x-aYtfy . , 

9 ^ dx ' î.s^ + T^r-j^^+etc, 

quae expressio, si x non multum superat a , valde convergit ideoque ad- 
modum est idonea ad valorem y proxime inveniendum. Yerum ad singulos 
terminos huius seriei evolvendos notari oportet esse P = V hincaue d - dy - = — - 

n | TT • I y» . . , <* x ^ 

Oum autem F at functio ipsarum ® et y, si ponamus dF= Jfcto -f- Ndy, ob 
dx ~ er ^ + -Y F seu exprimendi modo iam supra exposito 



quae expressio uti nata est ex praecedente §f = F, ita ex ea nascetur sequens 



Quoniam vero ipse valor ipsius y nondum est cognitus, hoc modo saltem 
obtinetur aequatio algebraica, qua relatio inter x et y exprimitur, nisi forte 
sufficiat in terminis minimis posuisse y = 1. 

Altéra autem operatio § 322 exposita valorem ipsius y, qui ipsi x in fine 
cuiusque intervalli respondet, explicite determinabit, cum in initio eiusdem 
intervalli fuent x = a et y = b. Cum enim hinc posito x = a + nda, si- 
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quidem a et & ut yariabiles spectemus, fiat 

y = b + ndb + — ~~ ddb -f- — ~ 1 ^ ^ — — d 3 b -j- etc., 
quia est n = - ideoque numerus infinitus, erit 


y = b+ ( x ~ a ) dh . (x-dfddb (x — afd s b 
u ' da ^ 1-2 da* ' l-2-3da 3 + etc ‘ 


d"b 

Est vero da = F, siquidem in functione F scribatur x = a et y = b) tum vero 
iisdenx pro æ et y valoribus substitutis erit 


et 


ddb fdV\ r (dV\ 
da 2 \dx) ' * \dy) 

S -(£)+* + yy{^) + ©(© + F(f )), 


unde sequentes simili modo formari oportet. Sit igitur, postquam scripserimus 
x = a et y = b. 


d V = a ddy ®y_p 

dx ’ dx 2 ’ dx*~ ’ 



etc. 


ac valori x = a -f w conveniet iste valor 

V = b + Aco + ÿ£ti) ! + ~ Cœ 3 + ~~ D eu* etc., 

qui duo valores iam pro sequente intervallo erunt initiales, ex quibus simili 
modo finales erui oportet. 


COROLLARIUM 1 

657. Quoniam hic variabilitatis functionis F rationem habuimus, inter- 
valla iam maiora statuere licet, ac si illas formulas A, B, C, JD etc. in 
infinitum continuare vellemus, intervalla quantumvis magna assumi possent; 
tum autem pro y oriretur sériés infinita. 

COROLLARIUM 2 

658. Si seriei inventae tantum binos terminos primos sumamus, ut sit 
y = b + A co, habebitur determinatio praecedens, unde s im ni patet errorem 
ibi commissum sequentibus terminis iunctim sumtis aequari. 
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COROLLAKIÜM 3 

659. Etiamsi autem seriei inventae plures terminos capiamus, consultum 
tamen non ent mtervalla nimis magna constitui, ut a, valorem modicum 
obtmeat, praecipue si quantités B, G, B etc. évadant valde magnae 


SCHOLION 

660. Maximo mcommodo hae operationes turbantur, si quando borum 
coefficxentxum A, B, C, B etc. quidam in infinitum excrescant. Evenit autem 
boc tantum m carias mtervallis, ubi ipsa quantitas F vel in nihilum abit vel 
m infinitum, cui mcommodo quemadmodum sit occurrendum, iam innuimus 
e mox accuratius ostendemus. Caeterum calculus pro singulis intervallis 
pan modo xnstituitur, xta ut, cum eius ratio pro intervallo primo fuerit in- 
venta, quod xncipit a valoribus pro lubitu assumtis x = a et y = b eadem 
pro sequentibus intervallis sit valitura. Cum enim pro fine intervalli primi 
fiat a-a + œ-rf et y = b + Aco + \ B(0 >+ |CW> -fi ±Bco* + etc. = b\ 
bi erunt va ores initiales pro intervallo secundo, ex quibus simili modo finales 
elici oportet bic scxbcet calculus innitetur perinde btteris a‘ ' et V ac prior 
litterxs a et b, xd quod clarius ex exemplis subiunctis patebit. 


EXEMPLÜM 1 


661. Aequationis différentes dy - dx(«? + cy) intégrale completum 


tnvestigare. 

Cum bic sit F= —^ = æ n + cy, erit differentiando 4 ^? = nx n ~ l 
sicque porro dx 


proxwie 


+ cx n -f- ccy 


d 3 y , 

jB =n ( n - 1 ) a > n ~- + ncx n ~ l + ccx n + ây, 
d i y . . 

ÜoA ==n ( n ~ l)( n ~ 2)æ”~ 3 -f n (n _ l)cap”~ 2 -f- nccx n ~ 1 A- cV-f éy 

etc. 

Quodsi ergo ponamus valori 
x — a fi- co conveniet 


x~a convenire y = b, abi cuicunque valori 
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y = 6 + m(a n + ch) + y«> 2 (cc6 + ca n -\-na n ~ 1 ) 

-g -co 3 (c 3 6 + cca ra -{- wca” -1 -f- n(n — lja” -2 ) 

+ ÏÏ®* ( c * 6 + cS «” + wcca”' 1 + n(n — 1 )ca"~ 2 + n(n — 1) (» — 2)a n - 3 ) 

etc., 

quae sériés suinta quantitate w satis parva quantumvis promte convergit, 
sicque posito a + oj = a' et respondente valore ipsius y = 6' hinc simili modo 

ad sèquentes perveniemus, quam operationem, quousque lubuerit, continuare 
licet. 


EXEMPLUM 2 

662. Aequationis differentialis dy -dx(xx-\~yy) intégrale completwm proxime 
investigare. 

Oum hic sit = F= xx + y y, erit continuo differentiando 

= 2x + 2 <cxy + 2?/ s 
et 

J-J- — 2 + + 2æ 4 + 8 xxyy + 6 y\ 

dx 4 - = ^ 20 xyy + 1 Ox 4 y -f 40 xxy* + 24?/ 5 , 

^Jr = 40 x' + 24^/ J 104æ 3 «/ -j- 120æy 3 + 16a/' + 136 a: 4 ?/ 2 -|- 24.0 x 1 y 4 -)- 120 ?/ 6 

etc. 

Qnare si initio sit x = a et y = 6, erit 

J. = aa + 66, 

J5 = 2a + 2aa6 -f- 26 3 , 

= 2 -|- 4a6 — (- 2a 4 -f- 8aa66 -j - 66 4 , 

I> = 46 + 12a 3 + 20 abb + 16a 4 6 + 40aa6 3 + 24 6 5 , 

JE= 40a 2 + 246 2 + 104a 3 6 + 120a6 3 + 16a°+ 136a 4 6 2 + 240a 2 6 4 + 1206 e , 

unde valori cuicunque alii a? = a -f co conveniet 

2/ = 6 + ^co + yJScü 2 + |Cœ 3 + ~Dc 0 4 + ï ^ J E;aj 5 + etc., ' 

atque ex talibns binis valoribus, qui sint x = a' et y = 6', denuo sequentes 
elici possunt. 
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SCHOLION 

663. Quomam totum negotium ad inventionem horum coefficientium 
A, B, C, B etc. redit, observo eosdem sine differentiatione inveniri posse, id 
quod m hoc postremo exemplo = xx -f y y ita praestabitur. Cum statuamus 
posito x = a fleri y = b, ponamus in genere x = a + œ et y = b + w et 
nostra aequatio induet hanc formam 

difj 

= aa bb 2 aœ + a>« + 2 bip -f yjyj, 


et quia evanescente œ simul evanescit yj, sumamus 


yj aœ + /?ct) 2 + yœ 3 + âœ 4 -f- eco 5 -f- etc. 
hocque valore substituto prodibit 

a+ 2/3(0 -f 3 yœ 2 -j- 4 dco 3 + 5 £c « 4 -fetc. 
== net, -f- &£> -f" 2(mo -J- co s 

- + 2abœ + 2/3bœ 2 + 2ybœ 3 -\-2âbœ i 
+ « 2 c» a -f- 2a/?co 3 -f- 2ayw 4 

+ /?/?co 4 

Smgulis ergo terminis ad nihilum reductis fiet 


a aa + bb, 2/3-2ab-+2a, 3y = 2(3b + aa + 1, 4d = 2yb + 2a/?, 

5e = 2âb + 2ay + /3/3, 6 £ = 2sb + 2aâ + 2/3y etc., 

unde ndem valores qui supra per differentiationem eliciuntur. ïïti haec 
methodus simplicior est praecedente, ita etiam hoc illi praestat, quod semper 
in usum vocan posait, cum ilia interdum frustra applicetur, veluti in exemplis 
allatis evemt S1 valores initiales a et b evanescant, ubi plerique coefficientes 
m ni i um abirent. Quod idem incommodum iam supra animadvertimus, 
cum adeo evemre possit, ut omnes coefficientes vel evanescant vel in infinitum 
abeant. Vanna hoc nonmrn in certis intervallis usu venit, pro quibus ergo 
a eu um peculiari modo institui conveniet; reliquis autem intervallis methodus 
6Xp0Slta per dl fferentiationem procedens commodius adhiberi videtur 
quippe quae saepe facilius instituitur quam substitutio certisque regulis con- 
tmetur semper locum habentibus etiam in aequationibus transcendentibus. 
Quare pro smgulanbus îllis intervallis praecepta tradere oportebit. 


506-507] DE DjmRATlOffE AEQÜATIOKUM PER APPROXBTATIOÎTEM 


433 


PROBLEMA 87 

664 Si in mtegratione aeqmlimis g-Tj» guopum intermllo eveniat 

ut qmnütas T vel evanescat ml fiat infmita, integraüonem pm iste intervalle in- 
stituere. 

SOLUTIO 

Sit pro mitio intervalli, quod contemplamur, x = a et y = b- quo casu 
cum F vel evanescat vel in infinitum abeat, ponamus §2 * ^ ut posito 

ü et y , 1 vel P vel <? vel utl ’umque evanescat. Statuamus ergo, ut ab 
his termims nlterius progrediamur, x = a + œ et y = b ^ xp fietque ^ ^ 

atque tam P quam 0 erit functio ipsarum œ et xp, quarum altera^saltem 
evanescat facto ca = 0 et y/ = 0. Iam ad rationem inter w et w proxime 
saltem mvestigandam ponatur xp = erit JS = hincque 

»- 1==P> ubi p e t <) ob meras potestates ipsius „ conti- 

nebunt, quarum tantum mimmas xn calculo retinuisse suffidt, cum altiores 
prae 1ns ut evanescentes spectari queant. Infimae ergo potestates ipsius «, 
mter se aequales reddantur simulque ad nihilum redigantur; unde tam ex- 
ponens n quam coefficiens m determinabitur. Si deinde relationem inter co 
et y, exactius cognoscere velimus, inventis w et » ad altiores potestates 
ascendamus ponendo xp = mof + Map** + + e t c . hincque simili modo 

sequentes partes definientur, quousque ob magnitudinem intervalli seü parti- 
culae co necessarium visum fuerit. 


COEOLLARIUM 1 

665. Si posito x = a • et y = b neque P neque Q evanescat, substitutions 
adhibita reperietur J _ é±£ hincque proxime «dy-Ada et y,-± a , 

qui est primus terminus praecedentis approximations, quo invento reliqui ut 
ante se habebunt. 


COEOLLARIUM 2 

666. Si a tantum evanescat, habebitur ^ (Muÿ 1 + AV) = A proxime, 
unde posito yj = mco n fit A = mnco n ~ 1 (MctP + Nm v co nv ); ubi si nv > /x, debet 
esse n = l~fx et mnM=A] quod autem non valet, nisi sit v (l — pC)>p, 

Leonhardi Euleri Opéra omnia lu Institutiones calculi integralis 
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seu V > Sin autem sit v < — statui debet n—l+nv=0 seu n= -* 

‘ ^ r 1 — p V 

altero termino ut iufima potestate spectato. At si fuerit v = ~£—, ambo termini 
pro paribus potestatibus erunt habendi fietque n = l — /u et A = mn(M+ Nm v ), 
unde m definiri debet. 

SCHOLION 

667. In genere Mc vix quicquam praecipere licet, sed qnovis casu oblato 
baud difficile est omnia, qnae ad solutionem perducunt, perspicere. Siquidem 
omnes exponentes essent integri, régula ilia Neutoniana, qua ope parallelo- 
grammi resolutio aequationum instruitur, Mc in usum vocari posset; tum vero 
exponentium fractorum ad integros reductio satis est nota. Yerum hniusmodi 
casus tam raro occurrunt, ut inutile foret in praeceptis prolixum esse, quae 
quoyis casu ab exercitato facile conduntur. Yeluti si perveniatur ad hanc 
aequationem ~ (aVa) + fiyi) = y, ex superioribus patet primam operationem 
dare = unde fit + = unde m innotescit idque duplici 

modo. Quin etiam liaec aequatio posito Yco=p ad homogeneitatem reducitur 
ideoque révéra integrari potest. Yerum haec vix unquam usum habitura fusius 
non prosequor, sed, quod adhuc in hac parte pertractandum restât, exponam, 
quomodo eiusmodi aequationes differentiales resolvi oporteat, in quibus 
differentialium ratio, puta vel plures obtinet dimensiones vel adeo 

transcendenter ingreditur; quo absoluto partem secundam, in qua differen- 
tialia altiorum graduum occurrunt, aggrediar. 


CALCVLI INTEGRALIS 

LIBER PRIOR. 


PARS PRIM A 

S E V 

METHODVS INVESTIGANDI FVNCTIONES 

VNIVS VARIABILIS EX DATA RELATIONE QVACVN- 
QVE DIFFERENTIALIVM PRIMI GRADVS. 

SECTIO TERTIA 

D E 

RESOLVTIONE AEQVATIONVM DIFFEREN- 
TIALIVM MA GIS COMPLICATARVM. 


66 * 




DE RESOLüTIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM 
IN QUIBUS DIFFERENTLALLA 
AD PLÜEES DIMENSIONES ASSURGÜNT 
TEL ADEO TRANSCENDENTER IMPLICANTUE 

PROBLEMA 88 

668. Posita differentidium rdatime p si proponatur aeqmtio qrne- 
cunque inter binas quantitates x et p, relationem inter ipsas variabiles x et y 
investigare . 

SOLUTIO 

Cum detur aequatio inter p et x , concessa aequationum resolutione ex 
ea quaeratur p per x ac reperietur functio ipsius x, quae ipsi p erit aequalis. 
Pervenietur ergo ad huiusmodi aequationem p = X existente X functione 
quapiam ipsius x tantum. Quare cum sit = habebimus dy = Xdx 
sicque quaestio ad sectionem primam est reducta, unde formulae Xdx inté- 
grale investigari oportet; quo facto intégrale quaesitum erit y=J*Xdx. 

Si aequatio inter x et p data ita fuerit comparata, ut inde facilius x 
per p definiri possit, quaeratur x prodeatque x = P existente P functione 
quadam ipsius p . Hac igitur aequatione differentiata erit dx = dP hincque 
dy = pdx =pdP, unde integrando elicitur y =fpdP seu y =pP—fPdp. 
Hinc ergo ambae variabiles x et y per tertiam p ita determinantur, ut sit 
x = P et y =pP—fPdp, unde relatio inter x et y est manifesta. 

Si neque p commode per x neque x per p definiri queat, saepe effici 
potest, ut utraque commode per novam quantitatem u definiatur, ponamus 
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ergo inveniri x — TJ et p = V, ut TJ et V sint functiones eiusdem variai b ilis u. 
Hinc ergo erit dy — pdx — VdU et y = f*VdU sicque x et y per eandem 
novam variabilem u exprimuntur. 

COROLLARIUM 1 

669. Simili modo resolvetur casus, quo aequatio quaecunque inter p et 
alteram variabilem y proponitur, quoniam binas variabiles x et y inter se 
permutare licet. Tum autem, sive p per y sive y per p sive utraque per 
novam variabilem u definiatur, notari oportet esse dx=^- 


COROLLÀRIUM 2 

670. Cum V(dx 2 + dy 2 ) exprimât elementum arcus curvae, cuius coordi- 
natae rectangulae sunt x et y, si ratio 

y jp 

aequetur functioni vel ipsius a; vel ipsins y, hinc relatio inter x et y inveniri 
poterit. 


COROLLÀRIUM 3 

. 67L Quomam hoc modo r elatio inter x et y per integrationem invenitur, 

sxmul nova qnantitas constans introducitur, quocirca ilia relatio pro inte- 
grali completo erit habenda. 


SCHOLION 1 

672. Hactenus eiusmodi tantum aequationes differentiales examini sub- 
îecimus, qaibus posito -£ =p eiusmodi relatio inter ternas quantitates a, y 
et P proponitur, unde valor ipsius p commode per x et y exprimi potest, 
ita ut p = y- aequetur functioni cuipiam ipsarum x et y. Nunc igitur eius- 
modi relations inter x, y et p considerandae veniunt, ex quibus valorem 
ipsius p vel minus commode vel plane non per x et y definire liceat; atque 
hic simphcissimus casus sine dubio est, quando in relatione proposita altéra 
vanabihs s seu y plane deest, ita ut tantum relatio inter p et « vel p et y 
proponatur; quem casum in hoc problemate expedivimus. 
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Solutionis autem vis in eo versatur, nt proposita aequatione mter x et p 
non littera p per x, nisi forte hoc facile praestari queat, sed potins x per p 
vel etiaxn utraque per novam variabilem u defîniatur. Yeluti si proponatur 

haec aequatio . 

xdx + ady = by(dx + dy“), 

quae posito d £=p abit in hanc <e + ap-bV(l+pp), bine minus commode 
definiretur p per x. Cum autem sit 

x = bV{l +PP)~ <*P, 

ob y= Jpdx = px — Jxdp erit 

y = bp Y(1 4- pp) — app — bfdp /(I + PP) + Y a PP 


sicque relatio inter x et y constat. 

Sin autem perventum fuerit ad talem aequationem 

x 3 dx 3 + dy 3 = axdoâdy seu % 3 p* = apx, 

bine neque x per p neque p per x commode definire licet, ex quo pon 
p = ux, unde fit x +- u 3 x = au bineque 


x = 


au 

1+M 3 


ïam ob dx - colligitui 


y 


= aa J- 


, auu 

et P-ï+i?' 


uudu(l — 2 m 3 ) 

(l+M 3 ) 3 


ac reducendo 


seu 


banc formam ad simpliciorem 


1 2 w 3 — 1 

y == j aa jï+iïf 


aa i\ 


uudu 


(l+M 3 ) 8 


1 aa 2t * 8 - 1 - + I aa + Const. 
J aa (i + u 3 y + s 1 •■ 3 ^ 


1+M 1 


SCHOLION 2 

673. Cum igitur bunc casum, quo aequatio vel inter x et p vel mter 
y et p proponitur, generatim expedire licuerit, videndum est, quibus casibus 
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evolutio succédât, quando omnes très quantitates x, y et p i n aequatione 
proposita insunt. Ac primo quidem observo, dummodo binae variabiles a: 
et y ubique eundem dimensionum numerum adimpleant, quomodocunque 
praeterea quantitas p ingrediatur, resolutionem semper ad casus ante tractatos 
revocari posse; taies scilicet aequationes perinde tracta, re licet atque aequa- 
tiones bomogeneas, ad quod genus etiam merito referuntur, cum dimensiones 
a differentialibus natae ubique debeant esse pares et iudicium ex solis 
quantitatibus finitis x et y peti oporteat. Quae ergo dummodo ubique 
eundem dimensionum numerum constituant, aequatio pro bomogenea erit 
babenda, veluti est xxdy - yyY(dx* + dtf) - 0 seu px*-yyV(l+pp)-Q. 
Demde etiam eiusmodi aequationes evolutionem admittunt, in quibus altéra 
variabilis x vel y plus una dimensione nusquam babet, utcunque praeterea 

differentialium ratio p-JL ingrediatur. Hos ergo casus bic accuratius ex- 
plicenms. 


PROBLEMA 89 

674. Posito p = Jf si in aequatione inter x, y et p proposita binae variabiles 
x et y ubique eundem dimensionum numerum compleant, invenire relationem inter 
x et y, quae illius aequationis sit intégrale completum. 


SUJjUTJLO 

Cum in aequatione inter x, y et p proposita binae variabiles * et y 
ubique eundem dimensionum numerum constituant, si ponamus y _ ux 
quantités x inde per divisionem toUetur iabebiturque aequatio inter duai 
tantum quantitates « et p, qua earum relatio ita deSnietur, ut vel u per » 

™ n d6telm ” a f P 08 * ta « positiene y _ „* 8equ itur 

4z /. o ; lgltur “* **"***> erit pit-«dx-xd u ideoque 

* _ p-u' ^ ma lta< l ue P per u datur, formula differentialis unicam 
vanabilem complectens per régulas primae sectionis integretoTr* eritque 

* S1Cque x per u determinatur; et cum sit y = ux, ambae variabiles 

* 6t / T" eaûdem tertiam ^iabilem « determinantur, et quia ilia integratio 
oomtatem arbitrai inducit, baec relatio inter , et’ , erit integ^^ 
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COROLLARITJM 1 

675. Cum sit ~ = erit etiam lx = — l(p — u) , quae for- 

mula commodior est, si forte ex aequatione inter p et u proposita quantitas 
u facilius per p definitur. 

COROLLARIUM 2 

676. Quodsi intégrale vel per logarithmos exprimi possit, 

ut sit = l U, erit lx = lC -\-lTJ hincque x=CTJ et y — GTJu\ unde 

relatio inter x et y algebraice dabitur, et cum sit u = —, haec tertia varia- 
bilis u facile eliditur. 


SCHOLION 

677. Eandem hanc resolutionem supra in aequationibus homogeneis 
ordinariis docuimus, quae ergo ob dimensiones differentialium non turbatur; 
quin etiam succedit, etiamsi ratio differentialium ~p x = P transcendenter in- 
grediatur. Hoc modo scilicet resolutio ad integrationem aequationis differen- 
tialis separatae ^ = ~~ perducitur, quemadmodum etiam supra per priorem 
methodum negotium fuit expeditum. Altéra vero methodus, qua supra usi 
sumus quaerendo factorem, qui aequationem differentialem reddat per se 
integrabilem, bic plane locum non habet, cum per differentiationem aequa- 
tionis finitae nunquam differentialia ad plures dimensiones exsurgere queant. 
Non ergo boc modo invenitur aequatio flnita inter x et y, quae differentiata 
ipsam aequationem propositam reproducat, sed quae saltem cum ea conveniat 
et quidem non obstante arbitraria ilia constante, quae per integrationem 
ingressa intégrale completum reddit. 

EXEMPLÜM 1 

678. Si in aequationem propositam neutra variabilium x et y ipsa ingre- 
diatur, sed tantum differentialium ratio ^ = p, intégrale completum assignare. 

Posito ergo = p aequatio proposita solam variabilem p cum. con- 
stantibus complectetur, unde ex eius resolutione, prout plures involvat radices, 

Leonhardi Eüleei Opéra omnia lu Inetitutiones calculi integralis 
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orietur p = a, p => (3, p = y etc. Iam ob p = ex singulis radicibus inte- 
gralia compléta elicientur, quae erunt 

y=*ax + a, y = (ix-\-b, y = yx-\-c etc., 

quae singula aequationi propositae aeque satisfaciunt. Quae si velimus 
omnia una aequatione finita complecti, erit intégrale complet um 

(y — a% — a) (y — (3x — b) (y — yx — c) etc. = 0, 

quae, uti apparet, non unam novam constantem, sed plures a, b, c etc. com- 
prebendit , tôt scilicet, quot aequatio differentialis plurium dimensionum 
babuerit radices. 

COROLLARIÜM 1 

679. Ita aequationis differentialis 

dy 2 — dx 2 = 0 seu pp — 1 = 0 

objp = -fl et p = — 1 duo babemus integralia y = x-\- a et y — — x -\- b, 
quae in unum collecta dant (y — x — a) {y + x — b) = 0 seu 

y y — xx — {a + b) y — (a — b) x + ab — 0. 

COROLLARIÜM 2 

680. Proposita aequatione 

dy 8 + dx 3 = 0 seu p* + 1 = 0 
ob radices p = 1 , p — ■ — ? et ^ — ? erit vel 

y^-x + a vel y = ± ±h± x + h V ei y „ L ~V~ 3 x + c> 
quae collecta praebent 

+ (ab + ac + lc)y + (bc — ac — ? + ^~ 3 abjx — alc — 0, 
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quae aequatio etiam ita exhiberi potest 

y 3 + x 3 — fyy — gxy — hxx + Ay + Bx + (7=0, 

ubi constantes A, B, G ita debent esse comparatae, ut aequatio haec reso- 
lutionem in très simplices admittat. 

EXEMPLUM 2 

681. Proposita aequatione differentiali ydx — xV(dx s -f~ dy 2 ) = 0 eius inté- 
grale completum invenire. 

Posito ||=i> fit y — xV(pp + 1) = 0; sit ergo y = ux\ erit 

u = V(pp + 1) et — = » 

unde per alteram formulam 

lx = — l(p — u) -f f — -ff = — l(p — u ) —fi Ip {p + VC PP + !))> 

Jp-y(pp + i) 

at 

f ip V (pp + 1) = jp Va +pp) + j i (p + ni -Vpp))> 

unde colligitur 

lx = G—^l(y{l + PP) —P) — \pV ( 1 + PP) — \pp 

= <?+ ji (ni +pp) + p) - \ p ni + pp) - j pp 

et 

y — ux = xV{pp + !)• 


EXEMPLUM 3 

682. Huius aequationis ydx — xdy = nxV(dx* + dy 2 ) intégrale completum 
invenire. 

Ob à f x =p nostra aequatio est y — px = nxVil + pp), quae posito y = ux 
abit in u — p = nV(l A- PP)- Cum ergo sit 

te — ;o-»)+ 
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erit 

bincque 
Quare habetur 


lx — — In V(1 + pp) — f- 

f 


djg 


*»V(i + pp ) 

lx = G— lnY( 1 + pp) — + V(1 + pp))- 


x ~W^F) (y( ' l+pt) ~ :ey et y ~ “ Al y^r l( ~ V( - 1 +Pi,) -*>’• 

Cum nunc sit wm — 2up -\- pp = nn-\- nnpp, erit 

p m-W|/(mm + 1-w«) et ]/(i | pp) -nu + Y(uu+l-nn ) 


1 —nn 


atque 


unde fit 


va +p f ) -p - -»+yv+i—») , 

1 w 


x(—nu-j-Ÿ(uu -f 1 — MWj) / — U + Y(uu 4- 1 — »«)\n 

a(l—nn) \ 1— n / 

ubi m = |- • At si n = l, erit p = V(1 +pp) = atque 

2au 1 2 axx . 

x = : — - : seu yy + xx = 2ax. 


uu + 1 u xx + yy 


Si n = — 1 , est quidem ut ante p = 1 et ]/(l + j)^) == { 1 , unde 




2a 2a#a: 


]/(l 4pp) ' ' 1 4 mw xx-\-yy 

Ergo et x = 0 et se Æ 4- yy — 2aÆ = O. 1 ) 

SCÏÏOLION 

683. Haec aequatio sumendis utrinque quadratis et radice p = || extra- 
henda ad aequationem homogeneam ordinariam reducitur. Fit enim primo 

y y — 2 \pxy + ppxx = nnxx + nnppxx. 


l) Editio prineeps: x- 


— 2 a — 2 axx 

1 + ww %x-\-yy 


Ergo et x = 0 et xx-\~yy J [-2ax = Q. 

Correxit F. E. 
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tum vero 



ÿ±**y'(yy+ a!a! ~ wwa;a; ) 

1 — ww ’ 


quae posito y — ux separabilis redditur. Ubi imprimis casus, quo nn 1, 
notari meretur, quo fit yy — 2 pxy = xx seu p = || = ideoque 


2 xydy + ææeta — yydx = 0, 

quae etiam per partes integrari potest, cum 2 xydy — yydx integrabile fiat 
per factorem x -~- quo ut etiam pars xxdx integrabilis reddatur, ilia 

forma abit in — sicque habebitur yyAx _ _|_ ^x = o, cuius intégrale est 

— 2 a ut ante, nisi quod altéra solutio x — 0 hinc non eliciatur. 
Yerum cum aequatio ilia quadrata posito n — 1 subito abeat in simplicem, 
altéra radix périt, quae reperitur pouendo n — 1 — a, quo fit 

yy — 2 pxy = xx — 2 axx — 2 appxx 

ideoque px infinitum; reiectis ergo terminis prae reliquis evanescentibus est 
— 2 pxy = xx — 2 appxx, quae diyisibilis per x alteram praebet solutionem 
x = 0. Talis quidem résolu tio succedit, quando valorem p per radicis ex- 
tractionem elicere licet; sed si aequatio ad plures dimensiones ascendat vel 
adeo transcender) s fiat, methodo hic exposita carere non possumus. 


EXEMPLUM 4 

684. Proposita aequatione xdy z + ydx z — dydxVxy(dx 2 -f- dy 2 ) eius intégrale 
completum investigare . 

Posito P- =p et y = ux nostra aequatio induet hanc formam 

a x 

p* -\-u= p Vu(l -f- pp). 


unde conficitur 


^ = 8 eu lx= f— -=-i(p-w) + f- 

x p — U J p — u . . J 1 


dp 

p — u 


Vu ~\pY{ i +pp) + \pV(i - +pp) 


Inde autem est 
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et quadrando 


u 


hincque 


= \pP ~P S + ~p i + \pp V(1 +pp)(l - 4p + pp) 


p — u = ~p(l +pp )( 2 — p) — jppV(l + pp){ 1 — 4 p +pp), , 

unde colligimus 


dp 


Ml ~p) _j_ <?i>V / (i-4p+i)j!)) 


i)-M 2 j) (l —p -\-pp) 2(l-p-\-pp)Ÿ(l+pp)' 

la quorum membrorum posteriore si ponatur ]/i r J*+P* ^,g 0 \> 

1 pp 


et 


obtinebitur 


p— 2 + ) / ( 4 -d-g#) > f?J _ 4grfg(2 + y(4-(l- < yy)»)) 
1— 22 ’ (l-gg) s y(4-(l — gg) 2 ) 

1 — p + pp = ( g + gg)( 2 +} / (4-(l- g g) 2 )) 

( 1 -2S') s 


fJjL = l f *p(*-p) , 2 r 

Jp-U 2 J p(l-n + v v )~ 1 ~ J j 


qqdq 


p-u 2 J pil-p+ppy J (Z+qq) ]/(4 — (1 — g g) 3 ) ' 

ubi membrum posterius ueque per logarithmos ueque arcus circulares inte- 
grari potest. 

EXEMPLUM 5 

685. Invenire relationem inter x et y, ut posito s = J' Y(dx 2 -f- dy s ) fiat 

Cum sit s = Ÿ2xy, erit 

ds = Y(dx* + df) = x Jy ±y d£ 

Y2xy 

hincque posito =p et y = ux fiet 


seu m = 1/2 m( 1 +g)p) — p et radice extracta 

Vu = Vl±M _l YrP _ i~J>+ V(i +i>2>) 

F 2 ^ j/ 2 " ^2 ’ 
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quare 

u = 1 — p-\-pp-\-( 1 — i?)V(l -\-pp) et p — u = — (1 — jpj(l — P + VQ 
Ergo 

-> + »)) - - 

At posito p = fit 


f dp Vi 1 ±£P) = f — <^g(l + gg) a = fig _ 2 r dg _ 4 r 

«/ p(l— ») ^ g(l — gg)(gg+ 2g — 1) */ g J 1 — gg ^ < 


<Zg 


hincque 


g(i-gg)(gg+2g-l) ^ g 

j g _zi±i + y 2 f^t. 1 .±g 

* 1 - g V2-1- g 


(g + l) 2 — 2 


Ç dp 1 , 1, 1,1+g 1 7 ]/2 + l +g _ 7 A +g \ 1_ 7 V 2 + 1 + g 

J p - u ~ 2 ^ 2 ^”^2 1 — g ]/2 ]/2-l-g ' 2g ' 1/2 l/2-l-g 


p — u 

Iam 


„ _ (l + g)(l-2g-gg) (1 + g) (2 - (1 + g) 8 ) 

P — u ~ 2 g 2g 


sicque liabetur 

z* _ e_ ((1 + 2 ) + ij _ i (2 _ (1 + s)") + qi±-«) - ^ 


ubi est u = ~ = -g-(l -f- g) 2 et 1 ~j~ ÿ > unde 


vel 


, £ÎL seu æ w = a 

æ — g y* + ]/«/' V^ + Vf 

i+- --i 

(]4c + V«/) = a (V% — } / g) v ' ! . 


V 2 


Est ergo aequatio inter æ et y interscendens, uti vocari solet. 
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SCHOLION 

686. Facilius haec resolutio absolyitur quaerendo statim ex aequatione 
u+P = V < 2u(l -\-pp) seu uu + 2up +pp = 2 m + 2upp 
valorem ipsius p, qui fit 


et 

Quare 


„__u + ]/(uu — 4:UU + 2u + 2u i — uu) U -h (l — U) l/2 U 

P — — seu p — '-X- — 

2m— 1 1 2m — 1 


P — U 


(l — m)(2m j- q/ 2 m) (l — m)-|/2i 

2m— 1 ]/2m— 1 


J p — u J (1 — m)]/2m v J ( 

sit u — vv eritque 

f = JL T 2< ^ _ J_ j 1 + v 

J (1 — u)Y2u l/2 J 1 — vv 1/2 1 — v 


du 

(1 — m)]/2m > 


hincque 


2 * — l a — 1(1 - u) - — l L+JV . 

q/ 2 !-}/« 


Unde ob m = reperitur 


æ 


aa: (Yx — Yy\V* 


rVx-Y yV 

Va; 4-1 /J 


x-y 'Yx+Yy- 


ut ante. Quare si curva desideretur coordinatis rectangulis x et y deter- 
minanda, ut eius arcus s sit = V2xy, erit aequatio eius naturam definiens 


(Yx -f Yy) v * =>a(Yx—Yy ) y 2 \ 

Caeterum evidens est simili modo quaestionem resolvi posse, si arcus s func- 
tioni cuicunque bomogeneae unius dimensioms ipsarum x et y aequetur, seu 
si proponatur aequatio quaecunque homogenea inter x, y et s, id quod se- 
quenti problemate ostendisse operae erit pretium. 
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PROBLBMA 90 

687. Si fuerit s V(clx 2 + dy 2 ) atque aequatio proponatur homogenea quae- 
cunque inter x, y et s, in qua scïlicet hae très variàbiles x, y et s ubique eundem 
dimensionum nurnerum constituant , invenire aequationem finitàm inter x et y. 


SOLUTIO 

Ponatur y =.ux et s = vx, ut hac substitutione ex aequatione homogenea 
proposita variabilis x eliâatur et aequatio obtiueatur inter binas u et v, unde 
v per u definiri possit. Tum vero sit dy=pdx eritque ds = dxV(l-\-pp), 
unde fit pdx = udx + xdu et dxV(l pp) — vdx xdv, ergo 

dx du dy 

x p — u ViX+PP) — V 

Quia nunc v datur per u, sit dv = qdu, ut habeatur ]/(l -\-pp) = v + pq qu 
et sumtis quadratis 1 +j pp = (v — qu) 2 + 2pq(v — qu) -f- ppqq, unde elicitur 

q(v-qu) + y((v — quy -l + qq) , qv — M + VOfr — gw) 2 - 1 + gg ). 

P— l- 22 P 1 gg 


Quare hinc deducimus 

dx dtt(l-gg) == dw(gg— M — •)/((« — gtt) 2 — 1+gg)) ^ 

~x ~~ qv — u + V((® - quŸ-1 + qq) 1 + uu—vv 

unde, cum « et j detur per u, inveniri potest x per eandem u; at ob 
qdu = dv fiet 


Ix = la — lV(l + uu — vv) —J 


d u ]/((« — quŸ — l + qg) 
iyuu — vv 


fai m vero est y = ux seu posito “ loco u babebitur aequatio quaesita inter 
x et y . 

COROLLÂRIUM 1 

688. Cnm s exprimât arcum curvae coordinatis rectangnlis x et y re- 
spondentem, sic definitur curva, cuius arcus aequatur functioni cuicunque 
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unius dimensionis ipsarum x et y, quae ergo erit algebraica, si intégrale 

Ç ((v — gu)° — 1 + gg) 

J 1 +«M — VV 

per logarithmos exhiberi potest. 


COEOLLAEIUM 2 

689. Simili modo resolvi poterit problema, si s eiusmodi formulam inte- 
gralem exprimât, ut sit ds = Qdx existente Q functione quacunque quanti- 
tatum p, u et v. Tum autem ex aequalitate valorem ipsius 

p elici oportet, et quia v per u datur, erit Ix = j p ^ u • 


EXEMPLUM 1 

cl V 

690. Si debeat esse s = ax + j3j/, erit v = a-{-(3u et g , = ^ M =/?, bine 
v — qv, = a, ergo 

U - la - lV(l + un - (« + H') ' 

quae postrema pars est 



duY(cca -q- /3/3 — 1) 
cca — 2a(îu + (1 — 




du 


+ 2 u(3u + (/SjS — i)uu 


quae transformatur in 


h 


(PP — l)du Y (au + /5 /3 — 1) 


(u(pp-l) + ap-y( a a + pp-l))(u(pp-l) + ccp + y(aap-pp-l)) 


1 j (pp-ï)u + ap-y(a« + M-î) 

2 (fiP~l)u + aP + Ÿ(cca + pp — i) 


Quare posito u = aequatio integralis quaesita est sumtis quadratis 
xx + yy — (ax + P yf 


aa 


(PP — l)ÿ + ^|3a; — xj/( aa p p — 1) 
(Pp — l)y + apx + xY(acc + pp-l) 
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At posito 

(fl fl — l)y + aflx — xY(aa + fl fl — 1) = P, 

(fl fl — 1 )y + aflx + xV(aa -j- fl fl — 1) = Q 
est 

PQ = _ i)»yy + 2afl(flfl -l)xy + («« - 1) (fl fl - l)xx 

= (flfl — 1 )((ax + /?2/) 2 — ææ — î/*/), 
jPO P 

unde mutata constante fit = ^, ergo vel P=0 vel Q = b; solutio ergo 
in genere est 

(fl (3 — 1) 2/ “t~ c-flx -j- a;]/(cio: -)- /?/? — 1) = c, 
quae est aequatio pro linea recta. 

EXEMPLUM 2 

691. Si debeat esse s = ^~-, erit v — nuu et q = 2nu ; unde 
1 + uu — vv = 1 + uu — nnu* et v — qu = — nuu, 

ergo 

, 7 T\/r-i i w rduV(nnu 4 ‘— 1 + innuu) 

lx = la — iy(l-^uu — nnw) — / 

v ' J 1 uu — nnw 

quae formula autem per logarithmos integrari nequit. 


EXEMPLUM 3 

692. Si debeat esse ss — xx yy, erit v = V(\-\-uu) et q 


V(1 -)- uu) ’ 

unde fit 1 -{-uu — vv = Q; solutionem ergo ex primis formulis repeti convenit, 
unde fit 


v — qu 


ergo 

ita ut prodeat y = nx. 


Y( 1 + uu) 


, 22 ~ 1 


1 -f- uu 


et qv — u = 0; 


p — u = 0 seu — — = 0, 

ax x 


EXEMPLUM 4 

693. Si debeat esse ss = yy + nxx seu v = V(uu -f- n) et q = 


erit 




1 + uu — vv = 1 — n, v — qu = 


n 


Y(uu + w) 


et qq — 1 


■ n 


uu + n 
57 * 
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Quare habebitur 




hincque 


L — nj y(uu + n) 

x_ ( y + Y(yy + nxx 

b \ x 


Quoties ergo est numerus quadratus, aequatio inter x et y prodit al- 

gebraica. 

Sit ]/~ ï = m; erit n — et ss = yy + ^~ , cui conditioni satis- 

fit hac aequatione algebraica 


ar+'=l(y - f ]/($ 


mm — 1 


quae transformatur in 


— -=r- mm 7 — (mm — l)x m — mmb ” 

x m — 2b x y = —b seu y = — — . 

* mm — 1 , — AJ? 

2 (mm — l)b m x m 


COROLLAKIUM 

694. Ponamus m — —, ac si fuerit 

n 7 

b 2nJ r (nn — l)x* n 

y 2 (n w— 1) 1 ’ 


ss = yy 


nn — 1 


seu s=y\yy 


nn— 1 


Quare si est s = V(yy — ^j 


PROBLEMA 91 

695. Si posüo || = p emsmodi detu/r aequatio inter x, y et p, in qua altéra 
varidbilis y unicam tantum habeat dimensionem, invenire relationem inter binas 
variabiles x et y. 

SOLUTIO 

Hinc ergo y aequabitur functioni cuipiam ipsarum x et p, unde diffe- 
rentiando fiet dy = Pdx + Qdp. Cnm igitur sit dy =pdx, habebitur haec 
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aequatio differentialis (P — p)dx + Qdp = 0, quam integrari oportet. Quo- 
niam tantum dùas continet variabiles x et p et differentialia simpliciter in- 
volvit, eius resolutio per methodos supra expositas est tentanda. 

Primo ergo resolutio succedet, si fuerit P = p ideoque dy —pdx-\- Qdp. 
Quod evenit, si y per x et p ita determinetur, ut sit y = px -\- Il dénotante 
il functionem quamcunque ipsius p. Tum ergo erit Q = x et cum so- 

lutio ab ista aequatione Qdp = 0 pendeat, erit vel dp = 0 hincque p = a 
seu y = ax -(- (3, ubi altéra constantium a et (3 per ipsam aequationem pro- 
position determinatur, dum posito p = a fit (3 = 17; vel erit Q = 0 ideoque 
x — — ~ et y — — + II, ubi ergo utraque solutio est algebraica, si 

modo II fuerit functio algebraica ipsius p. 

Secundo aequatio (P — p)dx + Qdp = 0 resolutionem admittet, si altéra 
variabilis x cum suo differentiali dx unam dimensionem non superet. Evenit 
hoc, si fuerit y = Px + II, dum P et II sunt functiones ipsius p tantum; 
tum enim erit P = P et Q = -f- ~ hincque haec habetur aequatio in- 

tegranda 

(P—p)dx + xdP-\- dll= 0 seu dx + ^^ = — 
f dF 

quae per e p ~ p multiplicata dat 


r dP 

e p ~ v x ■■ 




dIL 

P— P 


Sive ponatur = -pp ! erit aequatio integralis 


dB . 


unde fit 


x 


G 

R 




-kf 


dlIdR 


dP 


dTIdR , CP , „ 

et y = -% +n 


dP 


p 

R 


f 


dndR 
dP~ ' 


Tertio resolutio nullam habebit difficultatem, si denotantibus X et V 
functiones quascunque ipsius x fuerit y=X-j-Vp. Tum enim erit 


ideoque 


dy =pdx = dX -f- Vdp -f- pdV 


dp -\-p 


dV-dx 


dX 
7 ’ 


F 
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sit = —, ut R sit etiam functio ipsius x; erit ^p = C— seu 
CR R CdX , v i n-p p-C dX 

quae aequatio relationem inter x et y exprimit. 

Quarto aequatio (P — p) dx + Qdp = 0 resolutionem admittit, si fuerit 
homogenea. Cum ergo terminus pdx duas contineat dimensiones, hoc evenit, 
si totidem dimensiones et in reliquis terminis insint. Unde perspicuum est 
P et Q esse debere functiones homogeneas unius dimensionis ipsarum x et p. 
Quare si y ita per x et p definiatur, ut y aequetur functioni homogeneae 
duarum dimensionum ipsarum x et p, resolutio succedet. Quodsi enim fuerit 
dy — Pdx + Qdp, aequatio solutionem continens (P — p)dx + Qdp = 0 erit 
homogenea fietque per se integrabilis, si dividatur per (P — p)x -\r Qp- 

COROLLARIUM 1 

696. Pro casu quarto si ponatur y — zz, aequatio proposita debet esse 
homogenea inter très variabiles x, z et p. Unde si proponatur aequatio 
homogenea quaecunque inter x, z et p, in qua hae ternae litterae x, z et p 
ubique eundem dimensionum numerum constituant, problema semper resolu- 
tionem admittit. 

COROLLARIUM 2 

d oc 

697. Simili modo conversis variabilibus si ponatur x = vv et ^ = q, 
ut sit j p — —, ac proponatur aequatio homogenea quaecunque inter y, v et q, 

~L 

problema itidem resolvi potest. 


SCHOLIOlSr 

698. Pro casu quarto, ut aequatio (P — p)dx -f- Qdp — 0 fiat homo- 
genea, conditiones magis amplificari possunt. Ponatur enim x — v u et p = q v 
sitque facta substitutione haec aequatio fz(P — q l ')v u ~ 1 dv -f- vQq v ~ x dq = 0 
homogenea inter v et q eritque P functio homogenea v dimensionum et Q 
functio homogenea fi dimensionum. Cum iam sit 

dy = Pdx + Qdp = /xPv f ‘~ l dv -)- vQ<£~ x dq, 
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erit y functio homogenea a -f- v dimensionum. Quare posito y = +v pro- 
blema resolutionem admittit, si inter x, y et p eiusmodi relatio proponatur, 
ut positis y = z f,+v , x = v fl et p = q v habeatur aequatio homogenea inter 
ternas quantitates z, v et q, ita ut dimensionum ab iis formatarum numerus 
ubique sit idem. Ae si proposita fuerit huiusmodi aequatio homogenea inter 
z, v et q, solutio problematis ita expedietur. 

Cum sit dy=pdx, erit 

(/i v)z fl+i '~ 1 dz = fiif~ 1 q' , dv; 

ponatur iam z = rq et v = sq et aequatio proposita tantum duas litteras r 
et s continebit, ex qua alteram per alteram definire licet; tum autem per has 
substitutiones prodibit haec aequatio 

(p + v)r M+v ~ 1 q f,+v ~ 1 (rdq + qdr) = fis fl ~ 1 q^ +v ~ 1 (sdq + qds ), 

ex qua oritur 

dq ys fl ~ l ds — (y + v')r u+r ~ 1 dr 
q (fi-j- v)rf i+v — ’ 

quae est aequatio differentialis separata, quoniam s per r datur. Quin etiam 
bini casus allati manifesto continentur in formulis y = z f,+v , x — v h et p = q v , 
prior scilicet, si fi = 1 et v = 1, posterior vero, si fi = 2 et v = — 1. 

Hos igitur casus perinde ac praecedentes exemplis illustrari conyeniet, 
quorum primus praecipue est memorabilis, cum per differentiationem aequationis 
propositae y = px + Il statim praebeat aequationem integralem quaesitam 
neque integratione omnino sit opus, siquidem alteram solutionem ex dp — 0 
natam excludamus. 

EXEMPLÜM 1 

699. Proposita aequatione differentiali ydx — xdy = aV(dx 2 -j- dy‘ s ) eius 
intégrale invenire. 

Posito j x = p fit y —px = aV(l + pp), quae aequatio differentiata ob 

dy = pdx dat — xdp = ; quae cum sit divisibilis per dp, praebet primo 

y{i-\-pp) 

p = a hincque 

y = ax + «/(l + oca). 
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Alter vero factor suppeditat 

x _ ~ - aj? — bincque 

1/(1 +PP) 

unde fit 


— app 

V ]/(l -\-pp) 


+ aV(l + pp) 


a 

l/(i +ib»)’ 


xx yy = aa, 


quae est etiam aequatio integrali s ; sed quia novam constantem non involvit, 
non pro completo integrali baberi potest. Intégrale autem complétant duas 
aequationes complectitur, scilicet 

y = ax + a)/(l + aa ) %x-\-yy = aa, 
quae in hac una comprehendi possunt 


[{y — ax) i 2 — aa(l -f aa))(xx + yy — aa) = 0. 


SCHOLION 

700. Nisi boc modo operatio instituatur, solutio buius quaestionis fit 
satis difficilis. Si enim aequationem differentialem ydx — xdy = aY(dx 2 -\-dy 2 ) 
quadrando ab irrationalitate liberemus indeque rationem || per radicis ex- 
tractionem definiamus, fit 


(xx — aa)dy — xydx = + adx V(xx + y y — aa), 

quae aequatio per metbodos. cognitas difficulter tractatur. Multiplicator quidem 
inveniri potest utrumque membrum per se integrabile reddens; prius enim 
membrum (xx — aa)dy — xydx divisum per y(xx — aa) fit integrabile integrali 
existente l - — ; unde in genere multiplicator id integrabile reddens est 

~y (pG 00 " Cl CL) 


1 

y(xx — aa) 



quae functio ita determinari debet, ut eodem multiplicatore quoque alterum 
membrum adx~ÿ(xx + yy — aa) fiat integrabile. Talis autem multiplicator est 

i y 1 

y(xx — aa) Y(xx-\~yy — aa) (xx — aa)~\/(xx-\-yy — aa) 


535 - 536 ] 


AEQUATIONES DIFFER E NTI ALE S MAGIS COMPLICATAE 


457 


quo fit 


(xx — aa)dy — xydx 


+ adx 


(xx — aa)Y(xx + yy — aa) xx — ai 


Iam ad intégrale prions membri investigandum spectetnr x ut constans erit- 
que intégrale 

= 1 (y+V(xx -Yyy — aa )) + x 

dénotante X functionem quampiam ipsius x ita comparatam, ut sumta iam y 
constante fiat 

xdx , , — xydx 


(y + V {xx + y y — aa)) Y(xx 4 y y — aa) 


+ dX- 


seu 


(xx — aa) Y(xx -Yyy — aa) 

xydx 


unde fit 


— + — ggj) ^ ^ = 

(xx — aa)Y(xx + yy — aa) (xx — aa) Y( xx -Yyy — aa) 


dX- 


— xdx 


et X=l 


xx — aa 

Quare intégrale quaesitum est 


Y(xx — aa) 


1 {y + V(ocx + yy— aa)) + l 


G 


y(xx — aa) 


1 -^x+a 

2 x—a 


seu 

unde fit 

hincque 

vel 


y + Y(xx + yy-T-aa) = ^ i/xj-a ^ ^ ^ -i /x—a , 

'X/Cor.cr . — n n\ V % — a ' X~\~a 


y{xx — aa) 

y + V(ccx y y — aa) — <x(x + a) 
xx — aa — aa(x + df — 2<x(x + a)y 
x + a — aa(x + a) — 2 ay\ 


quae autem tantum est altéra binarum aequationum integralium, altéra autem 
aequatio integralis xx + yy = aa iam quasi per divisionem de calculo sublata 
est censenda. 

Caeterum eadem solutio aequationis 

(aa — xx)dy -f- xydx = + adxY(xx -Y y y — aa) 


Leonhardi Etjleri Opéra omnia In Institutiones calculi integralis 


58 
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facilius instituitur ponendo y — uV(aa — xx), unde fit 

(aa — xx)^ du = 4- adxViaa — xx)(uu — 1 ) seu — — — — — 

K ’ ~ v j\ > y («m — i) aa-xx 

cui quidem satisfit sumendo u — 1 , neque tamen Mc casus in aequatione integrali 
continetur, uti supra [§ 562] iam ostendimus. Ex quo suspicari liceret alteram 
solutionem xx + yy = aa adeo esse excludendam, quod tamen secus se habere 
deprehenditur, si ipsam aeqnationem primariam = a perpendamus. 

Si enim x et y sint coordinatae rectangulae lineae curvae, formula - 7 — 

exprimit perpendiculum ex origine coordinatarum in tangentem demissum, 
quod ergo constans esse debet. Hoc autem evenire in circulo origine in cen- 
tro constituta, dum aequatio fit xx -f- yy — aa, per se est manifestum. At- 
que hinc realitas harum solntionnm, quae minus congruae videri poterant, 
confirmatur, etiamsi earum ratio haud satis clare perspiciatur. 

EXEMPLUM 2 

701. Proposita aequatione differentiali ydx — xdy = ^ dus intégrale 

invenire. 

Posito dy =pdx fit y — px = a(l + Pp) et differentiando — xdp — 2apdp, 
unde concluditur vel dp = 0 et p = a Mncque y = ax a(l aa) vel 
x = — 2 ap et y = a{ 1 —pp) sicque ob p = babebitur 4 ay = 4a a — xx, 
quae aequatio ad geometriam translata illam conditionem omnino adimplet. 
Ex aequatione autem proposita radicem extrahendo reperitur 

2ady + xdx = dxV(xx + 4ay — 4 aa), 
quae posito y = u(4aa — xx) abit in 

2adu(4aa — xx) — xdx(4au — 1 ) = dxV(4aa — xx)(4 au — 1 ) 

haecque posito 4 au — 1 = tt in 

tdt(4aa — xx) — ttxdx — tdxV(4aa - — xx); 

quae cum sit divisibilis per t, concludere licet # = 0 ideoque w = ^ atque 
Mnc 4ay = 4aa — xx. 
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EXEMPLUM 3 


702. Proposita aequatione differentiali ydx — xdy = a f(dx 3 -f dy 3 ) eius 
intégrale assignare. 


Haec aequatio more consueto, si rationem ^ inde extrahere vellemus, 
vix tractari posset. Posito autem dy = pdx fit y — px = af(l -{■ p 3 ) et 
differentiando 


xdp = 


— appdp 


unde duplex conclusio deducitur: vel dp = 0 et p = a sicque 


vel 


y = ax + af( 1 -f a 3 ). 


— a PP 


et 


V f(i+i> 3 ) 2 ’ 


unde fit pp = — j, et ob y 3 ( 1 + y) 2 = a 3 erit p 3 = — 1 hincque 


(a Ÿ a — y Ÿy'f 


r 3 

s seu 

y 


x 3 -P (aVa — yVyY= 0. 


EXEMPLUM 4 

703. Proposita aequatione ydx — nxdy = aY (d.x 2 -f- dy“) eius intégrale in- 
venire. 

Posito dy = pdx habetur y — npx = a Y(1 -f- pp), unde differentiando 
elicitur 

(1 — n)pdx — nxdp = — sive dx = f- , 

V(1 +PP) (1 -n)p (l-«) V{l+pp) 

n 

quae per p n ~ 1 multiplicata et integrata praebet 

p Fi a .,.JL- fjëât... 

l—n^Vil+pp) 
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Hinc deducimus casus sequentes integrationem admittentes 1 ): 
si « = y, p a x = C — — y)V(l+j»i>), 

si « = p*x = C — |-y+|^|)y(l+jpjp), 

si. »=={, 
ac si » = * , erit 


et 


x ■ 


2Aa 


2* + l 


P 


y + aV(l +2?J>) + ff 

(21+ l)p (■*■ — (2 A— l)pp (2A — 1)(2Â — 3)^ — etc ') ^ ^ ‘ 


Quodsi ergo sumatur A — ec, ut sit n = 1, erit 

y =px + aV(l + #p) et x==—^— , 

y * -r. r K ~ JrJ'j ^ n + 1 ] /^ 1+pp - ) 

unde, si constans C sit =0, statim sequitur solutio superior xx + y y — aa. 
At si constans G non evanescat, minimum discrimen in quantitate p infinitam 
varietatem ipsi x inducit. Quantumvis ergo x varietur, quantitas p ut con- 
stans spectari potest, unde posito p = à altéra solutio y = ax + aY(l + a a) 
obtinetur. Hinc ergo dubium supra circa Exemplum 1 natum non mediocriter 
illustratur. 


EXEMPLUM 5 


704. Proposita aequatione differentiali Ady n = (Bx a + Cy^)dx n existente 
n — eius intégrale investigare. 

Posito = P erit Ap n — Bx tt -\- GyK Ponamus iam p = q a ‘ i , x — et 
y = z an , ut habeamus liane aequationem homogeneam Aq a ^ n = Bv a{ * n +■ Cz ttl3n , 
quae positis z = rq et v = $q abit in A = Bs a?n -+ Cr a[in . Cum vero sit 


et 


dy = anz an r dz = anr an ~ 1 q an ~ 1 (rdq + qdr ) 
pdx = (3nv l3n ~ 1 q a i , dv = (3n$ iin ~ 1 q al3+ ‘ 3n - 1 (sdq + qds ), 


l) Cf. formulam I § 118. E. E. 
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ar an 1 (rdq + Qdr) = ^s^ n ~ l q afi+ ^ n ~ an (sdq + qds). 
Est vero per hypothesin cc(3 + fin — an = 0, unde oritur 


hincque 


ar an dq + ar an 1 qdr = fts^dq + (3s^ n ~ 1 qds 

dq ar an ~ 1 dr — / 3s lSn ~ 1 ds 

~q /Ssi®" — «r“ M 


At est Y 


/Ss^-'ds 


unde fit 


(3C «tn-lj (A — Cr a ^ n \ a 

dr K B ) • 


àq 1 dr + ^ t*P" - 1 dr (-- — -jr— ") * 

q Y 

0 (A-Cr a P n \ a 

P y ^ J — ccr an 

Facilius autem calculus hoc modo instituetur. Sumto A = 1 erit 


sit y = x (t u\ fiet 


(j Bx a + Cy?) n ; 


x p du -f- — x ? udx — x n dx(B + Cu^) n , 

r 


quae aequatio, cum sit “ = , abit in hanc 


unde fit 


(3xdu + audx = ftdxÇB -f- Cu^) n , 


P(B + CuP) n — au 


sicque x per u determinatur, et quia u = x p y, habebitur aequatio inter 
x et y. 
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SCHOLION 

705. Hoc igitur modo operationem institui conveniet, quando inter binas 
variabiles x et y una cum differentialium ratione ^ = p eiusmodi relatio 
proponitur, ex qua valor ipsius p commode elici non potest. Tum ergo cal- 
culnm ita tractari oportet, ut per differentiationem ponendo dy — pdx vel 
~ ~p ^ an ^ em perveniatur ad aequationem differentialem simplicem inter 
duas tantum variabiles, quem in finem etiam saepe idoneis substitutionibus 
uti necesse est. 

Âtque hucusque fere Geometris in resolutione aequationum differentialium 
primi gradus etiamnum pertingere licuit; vix enim ulla via integralia investi- 
gandi adbuc quidem adhibita bic praetermissa videtur. Num autem multo 
maiorem calculi integralis promotionem sperare liceat, vix equidem affir- 
ma verim, cum plurima extent inventa, quae ante vires ingenii humani 
superare videbantur. 

Cum igitur calculum integralem in duos libros sim partitus, quorum 
prior circa relationem binarum tantum variabilium, posterior vero ternarum 
pluriumve versatur, atque iam libri primi partem priorem in differentialibus 
primi ordinis constitutam bic pro viribus exposuerim, ad eius alteram partem 
progredior, in qua binarum variabilium relatio ex data differentialium secundi 
altiorisve ordinis conditione requiritur. 
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